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١ 


© . تزكير حول الدوال 


نرمز ب /2 إلى مجموعة تعريف الدالة / و (,©) إلى للنحني الممثل للدالة /ر في معلم معلوم . 


1 : مجموعة تعريف دالة : 

اذا كانت “/ر دالة و ,2/ مجموعة تعريفها . فان من اجل كل عدد حقيقي د من ,2 
نرفقة بعدد حقيقي وحيد يرمز له ب (:)/. ونسمي (2)/ر صورة + بالدالة / ٠‏ 

و لتعيين مجموعة تهريف الدالة / نبحث عن مجموعة قيم + من *// بحيث (+)/ نستطيع حسابه . 
مثال © 


5 5 
و لتكن “ر دالة ترفق بكل + من 17 العدد الحقيقي 7/0 احيث : 0 -()ر . 
: لكي تستطيع حساب (:)/ يجب إن يكون 2541 
: نستنتح 21+ : 

اذن من أجل كل قيم * من (/]-// نستطيع حساب (0)/ و 
+ بالتالي [1)-//-/2 


معرفأي 5-10 ومنه 


١ © مثال‎ 

3 لتكن /ر دالة ترفق بكل عدد حقيقي د العدد الحقيقي ()/ حيث : 
5 

جب -(ما/ 


اوجد مجموعة تعريف الدالة ٠‏ 


.اسمس سمس س0 


بود جه 


ا 
ظ 


الحل : 2 


حتى يكون (2)/. معرف يجب ان يكون تب معرف. ١‏ 
وحتى يكون, كت مغرف يجب ان يكون 2-10 ومنه 4170337 و 1-ب 
الخبر 
وعليه فان [1 , 1-)-//- ,2 
1 اللمنحنى البياني لدالة 
٠‏ / دالة معرقة على المجموعة ,2 . 
النحنى البياني للدالة / في معلم معطى نهو ا 
مجموعة النقط (بر,) 04 و /2عع و (عار -ر 3ك دا 
* القول ان النقطة (بز , )4 تنتمى الى النحئى /-1 
البياني للدالة /. يكافئ القول ان (5)/ - 'زو 
,2 > * و نقول ايضا ان ()/ر بر هي معادلة 
النحنى في المعلم العطى . 


الحل : 
اناده /ر قتي منحداهاقبياتي [7) هي 
الدالة التي ترفق بكل * من 21 . 

ار ير () ردير 


لذن ١‏ تدع (مار . 
بماان /)0(-١* ١‏ فان النقطة (2, )4. لا تنتمي الى النحنى (7) 
3.1 اتجاه تغير الدالة 


» /ر دالة متزايدة تماما على المجال / اذا وفقط اذا كان من اجل كل عددين حقيقين " و 
« من ١ ١‏ «)// سيستلزم (0)/)()/ 


يي يي سي بيس 


5 عموميات 


©» / دالة متناقصة تماما على المجال 1 اذا فقط اذا كان من اجل كل عددين حقيقين 0 
و«.من / :)ا سيستلزم (0)/ (()/ : 


0 


١ 0 ا‎ 8 


جمس 


الدالة “ر متزايدة تماما على [ 4.8 ] 


5 ملإحظات 


0 


]57[ تلاحظ من الشكل ان الدالة /ر متزايدة تماما على كل من المجاليين [2,2 -] و‎ )١ 
: و متناقصة تماما على المجال [2,5] . وعليه فجدول تغراتها على المجال [2,7 -] هو‎ 


2) تعبين حلول امعادلة 0-(2)/ر . 
حلول العادلة هي فواصل نقط تقاطع التحنى المثل للدالة / على المجال [2,7-] مع 
الستقيم ذو العادلة.0 -/ر و بصيغة اخرى حلول للعادلة 0 -(5)/ هي فواصل التقط من 
النحنى التي تراتيبها معدومة ؛ ومن الشكل نستنتج ان مجموعة حلؤل المعادلة 0 -(2)/ 
ْ هي المجموعاة [0,4,7) 


3) تعيين حلول امتراجحة 0 0(5)/ : 
تعيين حلول للتزاججة 0>(<)/ يؤول الى ايجاد فواصل النقط من النحنى التي ترتيبها 
معدوم أو سالب ؛ هذه النقط تقع على حامل محور الفواصل أو تحته ومن الشكل تللاحظ ان 
النقط التي تنتمي إلى حامل محور الفواصل أو تحته : فواصلها تنتمي إلى المجال [ 4,7] أو 
[0 ,2-] و عليه فان مجموعة حلول للتراجحة 0>()/ هي [ 7 ,4]لا[2.0-] 

4) تعيين عدد حلول للعادلة /):(--١‏ . 
حلول المعادلة 1- -(:)/ر هي فواصل نقط من النحنى التي تراتيبها يساوي 1- 
نرسم الستقيم ذو العادلة 1- -/ر . ف نفس العلم السابق , فواصل نقط تقاطع النحنى 
المثل للدالة / على المجال [ 2,7-] و الستقيم ذوا العادلة 1--/ر هي حلول العادلة 
[1--ع / 

توجد ثلاث نقط مشتركة بين الستقيم و التحنى و بالتالي العادلة 1- -(2)/ تقبل ثلاث 

حلول سالية. 

5) حلؤل المعادلة :7 -(2)/ر هي فواصل نقط من المتحنى التي تراتيبها يساوي 7 
اذن عدد حلول للعادلة :7 -(:)/. هو عدد نقط تقاطع الستقيم (5) ذو للعاذلة :-ر و 
المتحنى (2,) . وذ له 
- نلاحظ ان لما :”7 يتغير في 7/ شان اللستقيم :2-7 يكون دوما موازي لحامل محور 


ا الايجاد نقط تقاطع () مع (4) نزيح اللستقيم (3) بموازات حامل محور الفواصل 


(2 عموميات 
- اذا كان 3-)7: فان العادلة ليس لها حلول في !4 7 
- اذا كان 3- -7: فان المعادلة لها جل وحيد هو 2- اا 
- اذا كان 3- (+ (2 - قان المعادلة لها حل وحيد ١‏ 89 12 
- اذا كان 2--77 فان المعادلة لها حلين احدهما 5 كشان 


- اذا كان -2 <0 02 فان المعادلة لها ثلاث حلول 

- اذا كان 0 (3(77 غان المعادلة لها حلين 

- اذا كان 7-3 فان المعادلة لها حل وحيد هو 3 

- انا كان 7:(3 فان المعادلة ليس لها حلول 
لل اي 


©. ملخص عام حول الدوال المرجعية 


- مجموعة تعريفالدالة / هي 
- الدالة / متزايدة تماما على المجال 
] »+,0] و متناقصة تماما على المجال 


ا 
14 


امم 0 

- اذا كان )05:1 فان 7)”؛ أي 0 00 
ترتيب عد [ 7 مو جبين 1 بنفس ترتيب --- 0 -56 291 0 . 
مربعيهها ا كان لوو ا ل 11 ا 


- انا كان 0>):: فان 2( 2/: أي أن ترتيب عددين سالبين عكس ترتيب مربعيهما 
- النحنى البياني للدالة / يسمى قطع مكافئ و النقظة 0 تسمى حضيض 

2 2 الدالة مجرم:/, 

-مجموعة تعريف الدالة '/ هي [0]-]// - ,2 
- الدالة /, متناقصة تماما على كل من المجالين 
]0.»-[و]ء+.0[ 

- اذا كان :)0 فان +( ل ايان 


عددين سالبين هو عكس ترتيب مقلوبيهما 
- النحنى المثل للدالة / يسمى قطع زائد 


10 


.3 الدالة جد جعء:نر . 
٠‏ مجموعة تعريفالدالة / هي 


]»+,0]د رم 1 

- الدالة /ر متزايدة تماما على المجال قا م 

| » +, 0] ا 
01 | 

- اذا كان ١‏ ) :ا ) 0 فان لل ) برل أي 3 1 ُ ِ 37 

ان ترتيب عددين حفيقين موجبين هو 

نفس ترتيب -جذريهما التزبيعي 


4.2 الدالة |تإجاعد:ر 
- مجموعة تعريف الدالة /[ هي 1#-/2 


- الدالة 7 متزايدة تماما على 
] *+.0] ومتناقصة تماما على 
[0.»-][ 


2 5 الدالتان «ومء + و جمزوجام 2 
- مجموعة تعريف الدالتين: 005 و 5أ5 هي /1/ 9 
- الدالتين 05ء و 517 دورية و دورهما 2 


- أي من اجل كل عدد حفقي + : 3/211 
بماك --- 
ازأة - (2 + )ماد 5 :51 801 0 
وبيانهما كما هو موضح في الشكل المجاور ا 1 5101 


ا ملاحظة 


2-0 1 


© . الدالة الزوجية و الدالة الفردية 


3 1 الدالة الزوحجية 

/ دالة مجموعة تعريفها ,2 

نقول ان / زوجية اذا وفقط إذا كان : 
من اجل كل القادالة فان : ,0 ع:- و 
(0)/ حار . 

وف هذه الحالة للنحنى البياتي للدالة /. 
قِ معلم متعامد ومتجانس يقبل حامل 
محور التزاتيب كمحور تناظر له 


3 2 الدالة الفردية 

“/ر دالة مجموعة تعريفها ,2 

نقولان / دالة فردية اذا وفقط إذا 
كان : من أجل كل : 2 > فان : 
رطع جه و()م-(«-ار. 

وفي هذه الحالة النحنى الممثل للدالة / في 
معلم متعامد ومتجانس يقبل مبدا المعلم 
كمركز تناظر له 


5 وعروذه- د( )واه 


بدومه خ (ير )يدمء 


كان: ]+ , 0]ع بد فان أ +, 0 *- 


وببامهسم مب © 


3 


وم 
لتكن / و ب و / ثلاث دوال معرقة على 7/ 


م ببحم 


ادرس شقعية الدوال ر . ١#‏ 7 


ع سس 0 


3) الدالة || جاع زوجية لان من اجل كل 1 > ٠‏ 7/©ه- 


كما يلي : تر + قم (رار : تأت راع ع برسم 


1 


داه الدالة ةزو ++ _دالة فردية لان مناجل كل 1# + فان ع 
2) الدالة +«ومه جاع زوجية لان مناجل كل زعم فان : 11 ع >- و 


و|»|«ادا 


4) ج/ دا لا هي زوجبية ولافردية لان مجموعة تعريفها هي : ]+ ,0) واذا. 


0 
. 


الخحل : 


)١‏ دراسة شفعية الدالة /ر 

الدالة / معرقة على 7/ ومن اجل كل عدد حقيقي < 

الت دمر 

اذن ؛ ()/ ع (-)/ و (:)/-+(-)/ ومنه الدالة / ليست زوجية ولا فردية 
2) دراسة شفعية الدالة م 

الدالة م معرفة على ؛// ومن اجل كل عدد حقيفي *< 

(/ - 1م ا )ل :(-) ار 

لان . * > '(-) وبتالي الدالة /ر زوحجية 
[] كرتس شفعية 9 : الدالة :/ معرقة على 7/ ومن اجل كل عدد حقيقي < 


(70-- حت 00 -(-)(ز 


ومنة الدالة / فردية 


9. عمليات على الدوال 


4 تساوي دالتين 
نقول ان + /, و # دالتين متساويتين اذا وفقط اذا كان لهما نفس مجموعة التعريف 2 ومن 
اجل كل عدد حقيقي (/ ء + يكون لدينا : )ع -(2)/ ٠‏ ونكتب عندئذ + م - / 
مثال © ' 
لتكن / دالة معرفة على #ابه “1 -(*)/رو ع دالة معرفة بالشكل: 
2 ثبو 

0 -(0 
1) اوجد مجموعة تعريف / و 8# 
2) بين ان من اجل كل [2-]-/اع *:(جاغ -(:)/ 
3) هل الدالتين /ر و > متساويتين واذا كان الجواب بلا عين المجموعة التي تكون 
فيها الدالتين متساويتين 


الحل : 


2,-/7 الدالة / معرفة على # إذا.‎ )| ٠ 


ن الدالة بر معرقة اذا وشقط اذا كان ؛ 20 ++ أي ؛ 2-++ ومته [2-]-18-,2 


5 عموميات على الدوال 


2 
2) مناجل كل (2-)-11+: (ج)رب- د عاد قن رمم 


3) الدالتين / و ع غير متساويتين لآن : يا م10 
إذن المجموعة التي تكون فيها الدالتين / و م متساويتين هي ؛ (2-])-11 


4 العمليات الجبرية على الدوال 

/ر و ج دالتين معرفتين على ,2 و ,2 على الترتيب 

- اذا كان ,2ع و 2 ع+ فان : + له صورة مار بالدالة /ر وصورة (تاع بالدالة بم 
الجدوقل الأتي يبين لنا العمليات ( الجمع و الفرق والضرب والقسمة ) 


العملية | الترميز | الكتابة 
الجمع 8+ر الملا -- 
ا 


مثال © ! 
“م وج دالتين معرفتين على // بالشكل : د (عا/ 1 + -0)ع 
الدالة جم + / معرفة على 7/ ب: امع +تد- (مع +(م)/ - 0ع + ر) 
اذن : اجعط+ة:- ع + /) 

3.4 تركيب الدوال 


لتكن / و ج دالتان 
الدالة / دج وتقرا"# تركيب" /"معرفة ب : ()/)8 -(](/ دبا 
مثال © 
دار واجولأ.-(ماع + عددمم و إه+, 1]ديم 
5 في عبارة (:)م نعوض + ب : (7)02/ عندثذ نجد » 
اقل 777ل لعاناء لامها 
5 1 اذن كر مم هي الدالة ادل جار والعرفة على ؟1/ 
إدا 


ا لتكن '/. و ج دالتين معرشتين على 18 ب 2+1 -()/ر و 2-1١‏ -()ع 
:+ احسب (2()2 9() و (:)(/ هع) 


الخل : 


اجتمة- ١-[ج‏ تيأ - 2/)(-١‏ - ((باراء -()(رمو) 


ا2جعه-ضضمه- اجلجعه- شه- اج ن[ا-يه)- (()ه)/ -()(وه ,)) 
نلاحظ ان : (5)(ع 0() *(2)(/ دو) 


)١‏ لكي تكون الدالة /, 0م معرفة يجبان تكون الكتابة (7)(/ 90) لها معنى اي . /2 6+ و 
يا ء(دار : 
مجموعة تعريف الدالة / هي ؛ 17-,2/ 
مجموعة تعريف الدالة م هي ١‏ ([ 1-12 -ي2 
,1 6()/ يكافئ #2(ج)ر أي..2 1+ 2* ومنه ينتج :1ع 2ب 
]» *: يكا آل اخ< و [اعوع 
و 8 وعليه 


4 -#| > (إاماء] -8(01)18)- رموه 


#«سلسس سياه 


الت اعفن 


و جليه-جزير- »انها 


2) لكي تكون الدالة # مز معرفة يجب ان تكون الكتابة (:)(©0/) لها معنى أي : 
يع و را ء()8 : 


,هء()ع لان من اجل كل (8-12اعى فان : 8ل 
1 
وبتالي ٠:‏ لط -م12]ي2- يورطا 


محلم - ا+ة((ه)- (()ع) / -(ما(مميا 


15 اتجاه تغير مجموع دالتين : 

0 مبرهنة : ! 

مجموع دالتين متزايد تين تماما على المجال 7 هي دالة متزايدة تهاما على / 

مجموع دالتين متناقصتين تماما على المجال 1 هي دالة متناقصة تماما على 1 

الاخبات : , 

ليكن 2 و ( عددين من / بحيث : 0)6 ؛اذا كانت /ر و ج دالتين متزايدتين تماما على 
المجال 1 طان : (0()7)0)/ و (0)ع )(0) ؛ بجمع طرق المتباينتين طرف الى طرف نجد ؛ 
(6)/ +(0)م )(مار +(0)ع وهنا مما يدل على ان : (ع + /) دالة متزايدة تماما على / 

- بنفس الطريقة نبين أنه إذا كانت /ر و م متناقصتين تماما على / فإن م +/ متناقصة 


تماما على / 
0 


م ل عستم و00 


مثال # 
5 الدالة ر حيث: *+ -()/ متزايدة تماما على المجال ]+, 0] و الدالة # للعرفة 
:5 ب عل -(ماع متزايدة تماما على المجال ]0 +, 0] وبتالي الدالة / +ج متزايدة 
؟ تماما على ]»+, 0]. 
5 اتجاه تغير دالة 2 
/ دالة معرفة على المجال / و عدد حقيقي غير معدوم. 
/ 2 هي دالة ترفق بكل / + العدد الحقيقي (2)/ 1 ونكتب : (0/ 1 -(2/()0) 
0 مبرهنة : 
- اذا كان 0 (4 فان الدالتين 7 و / لها نفس اتجاه التخير ف المجال / 
- اذا كان 0)م فان الدالتين 4/7 و /. لهما اتجاه تغير متعاحكس 
0 الا اث : 
1) فيحالة: 2(0 و / دالة متزايدة تماما على 1 
ليكن »# و عددين من / بحيث . < ) ,زر 
بما ان الدالة “ر متزايدة تماما على / 
ان ؛ ()/ )(:)/ر وبضزب طرفي النباينة قي العدد 2 
ينتج ؛ (0]/ 1 )(/)/ 4 وهذا مما يدل على ان الدالة 2# متزايدة تماما غلى 7 
2) في حالة : 2)0 و / دالة متزايدة تماما على / 
بما ان الدالة /ر متزايدة تماما على المجال / فان : ()/ )(/)/ 
وبضرب طرق التبايئة في العدد 2 ينتج : (0)/ 2 (() ير 
وهذا مما يدل على ان الدالة / 2 متناقصة تماما على /. 
5 اتجاه تغيردالة مركبة 
0 مبرهنة : 5 
/. و 8 دالقين رتيبتين تماها؛ ,2 و ,2 مجموعة تعريف ث/ و © على النزتيب 
وليكن / مجال حجزئي من ناو ل مجال جني من 7 
بحيث من اجل كل : / ء ,د فان, لع(عار 
١)اذاا‏ كانت / وع دالتين لهما نفس اتجاه التغير فان الدالة /ر دج متزايدة تماما على المجال / 
2) اذا كانت / و # دالتين لهما انجاه تغير متعاكس فان الدالة / مع متناقصة تماما على 
المجال / 


6 الاخبات ؛ 
)١‏ نفرض ان الدالتين /- و م متزايدتين تماما . 


سس يسبيب ا ل 


/ 


بما ان الدالة / متزايدة تماما على / فان من اجل كل عددين ؛١‏ و١٠‏ بحيث ؛: )/1 
يكون لدينا ؛ ( /)٠‏ )() ر وبما ان الدالة م متزايدة تماما على ل و (:)/ )(/)/ 
فإن ١‏ (()/)# )(( 7) م ممايدل على أن الدالة “رمج متزايدة تماما على / . 
- وبنفس الطريقة نثبت انه اذا كانت / و م متناقصتين على / و ل على الترثيب فان 
الدالة “رمج متزايدة تماما على /. 

2) نفرض أن الدالة /ر متزايدة تماما على / و ج دالة متناقصة تماما على ل . 
بماان الئالة كر متزايدة تماما على / فانه من اجل كل عددين حقيقين ؛ و١‏ بحيث ؛ 
٠‏ ) 7 يكون لدينا : (0)/ )عار . 
وبما ان الدالة بم متناقصة تماما على /. فان من اجل (0)/ و (0)/ السابقتين يكون 
لديناء ((:0/) ع (((:) /) ع .و هذا ممايدل على ان الدالة / مج متناقصة تماما على 1 
- وبنفس الطريقة نثبت ان : / مج متناقصة تماما على / اذا كانت /ر متناقصة تماما 
على / وم متزايدة تماما على ل . 


| لتكن // و / دالتين معرفتين كما يلي : ش 5 

0-4 و طبار ٠‏ وليكن (:2) : (ج/) النجنى البياني لهما على 
١‏ | ازتيب في معلم متعامد ومتجائين الرسم(00 ٠‏ (60. 00000011 

الحل : 
الدالة |7 تكتب على الشكل ؛ “جه -(),/ 3-2 5 
حيث. 1-4 588 
وبما ان 0( فان اتجاه تغير الدالة | هي 
نفسها اتجاه تغير الدالة #ير جرعر 0 
وبالتالي النحنى (::) هو قطعا مكافئ ا 
مشدود نحو الاعلى 2 


- الدالة و/ تكتب على الشكل ٠‏ 2ج 2():/ 5-2 ْ 
حيث : 4-4 وبما ان  )0‏ فان اتجاه تخير 
الدالة :/. شي عكس اتجاد تغير الدالة د جعر ‏ 211-17 اللي ل 
وبتالي اللنحنى (::) هو قطعا مكافئ مشدود ثحو الاسفل ( استعنا باتجاه تغير الدالة 2 ) 


د هع 0 8 اذلاذ! بحن كمه قا عن + 


» الحل : 
)١‏ نرمز ب: /, و # الى الدالتين المعرقتين بالعبارة 
1+ -(:)/ و “د -(م)ع فيكون . / مج -ز 
الدالة /ر معرقة على 717 
لحساب ((8)7/)2 يجب ان يكون : را 36 و 
و ()/ 
© معنادان: الع : 
1 2(2)/ معناةان ؛ 218+ 
آذن مجموعة تعريف الدالة / هي !1 . 


- بعاان / متزايدة تماها على المجال اقرب ١‏ 
]+ ل] و ]*+.60610/ و ب متزنيدة تماما على ]* + 0] فان الدالة / مي متزايدة 
تماما على | :1,1-] 


اذن الدالة / متزايدة تماما على ]مه +,1-] . 
2) لتكن (د,)/3 نقطة من (:,) و (/ر, 1/0 نقطة من [ؤ,) 
حيث : (/) صورة (ر) بالانسحاب ب/ 


_- 01 
لذن ؛ (/1)ء) - إل أي ؛ 17د 1/11 


0 36 تسوامو ان دن داعو ده 
تعن | 0 0 2-5 55 
[ا+ماء زا مار عورد ردثر 
ومنه نستنتج ان النقطة (/ر , )'/ تنتمي الى المنحني المفثل للدالة / وغليه (/) ضورة 
(/() بالانسحاب 4 
بييبي.  .-.-.-‏ - هخ 


مثال 60 
'. لتكن الدالتين / و # المعرفتين على المجال ]*:,0] 
5 كما يلي : دد(عار ١‏ “دد زم 
*. الدالتين /. و # متزايد تين على المجال ]8 + ,0] 
3 هل الدالة م - م متزايدة تماما او متناقصة تماما على ]م + , 0] ؟ 
ُ الدالة / - بم معرفة على ]م + , 0] كهايلي : - :2 -(م)(/ -ع) 
3 


وجح 
إدم 


0 
:* تماما على اللجال: كٍِ . 0 
ٍ ومنه نستنتخ ان الدال /,-جم لبست متزايدة تماما ولا متناقصنة تماما على 


»,م 


8ه 
©. كيفية اتحصل على بياناث الدوال . 6 ٠‏ و انطلاقا من بيان الدالة /, 


حيث : («)ر- -70 , | ()/ر|-(مارر , (د-)ر -(0/ 
16 الدالة ()/-جفشىءو 


مثال © 
)١ !‏ لتكن /ردالة معرفة على 
+ اللجال:[4. 1-] وبيائها (7) كما 
هو موضح في الشكل المجاور 
1 (:)6. ,:) من النحنى (7) بيان 
الدالة بر شم استنتج التحوييبل 
7 النقطي الذي يسمخ بالانتقال من 


7 اف (). 
2) استنتح جدول تغيزات //. ثم ارسم (ب) 


| 
أ عموميات على | 
[مو تاعم .. [4بماعم . [6,فاءءد 5 , 
:1 2) عين جدول تغيرات الدالة “ر ثم استنتج جدول تغيرات الدالة :/ . 0010 
:. 3) ارسم (ج:) في نفس المعلم السابق . 
الحل : 


1 كيفية تعليم نقطة من (,:) لما [0, 3-]ء< 


“ الحل : 
)١‏ لتكن ([)/ ,:)/1 نقطة من التحني () و ((5)/., :)1 نقطة من المنحني() . 


بماان : («)ر-ة(), فان احدائيتي .07 1 
النقطة 11 هي + ((:)/ر-, > انا 2 
تلاحظان النقطتين /1 و ,/1 لهما 500022236 


نقس الفاصلة وترتيبها متعاحكس لتكن ([(:]/ ,)41 نقطة من (/) و ([2):/ ,),/1 نقطة من (,2). 

اذن اذا كانت النقطة /1: تنتمي الى بماان [0, 3-]ء بد شان ؛ 2:()0)/ ومنه ٠‏ (:6/--|()/ | وبتالي احدائيتي النقطة ,/: 
نصف امستوي العلوي الحدد ب ء هي : (()م/-.ع) 11 . 

(“«دع) فإن النقطة ,1 تنتمي الى نلاحظ ان النقطتين /1 و ,/1 لهما نفس الفاصلة وترتيبهما متعاكس هٍ 
نصف لمستوي السغلي المحدد ب: اذن 11 هي نظيرة .17 بالتسبة الى حامل محور الفواصل ('+) . ويما ان النقطة /1 

( /د:) والعكس صحيح ومته في نصف المستوي السفلي فان النقطة ,/1 تقع في نصف المستوي العلوي . 


ظ نستنتج ان النقطة ,/1 هي نظيرة 
ا النقطة /1 بالتناظر المحوري بالنسبة 
الى ( ) - 
همثلا نظيرة التقطة (2-,11)0: هي النقطة (2 , 1//)0 
و نظيرة النقطة (2, 40 من (2) هي النقطة (2-, )4 من (,) ؛ 


قمثئلا النقطة (0, 3-)1 من (2) نظيرتها (0, 3-)4. 

والنقطة (1-,2-)8 نظيرتها (2,1-)/8 

كيفية تعليم نقطة من (,2) لما [4, 0]ء :د 

لتكن ([:)/ , )117 نقطة من () و (():8/,):,7 نقطة من (ي) 

يماان [4, م]ء + قان ء 0(()ر ومنه : (5)/ -|(:)/ | وبتالي احداثيتي النقطة ,1 هي 


و نظيرة النقطة [0. 8 هي [0. 4-)ة ((عار, عرلا 
2) جدول تغيرات الدالة ,6 : ٍ نلاحظ ان النقطتين 1 و ,1 لهما نفس الاحداثيات وبالتالي فهما منطبيقتين وعليه للنحني 
١‏ () متطبق على (7) في هذا المجال . 
0 كيفية تعليم نقطة من (ي2) لما [6, 4]ء : 


لتكن ([(:)/ , )/1 نقطة من (,) و ((:):/ ,)11 نقطة من (ي,) 

بماان:؛ [6, 4إء + فان 2()0)/ ومنه : (:)/- -|(:)/ | وبالتالي إحدائيتي النفطة 
هي ١‏ ((حثر -, )11 

وطريقة تعليم ,/1 تتم بنفس الكيفية التي علمنا بها النقطّة/31 ف حالة [0, 3-] © 


6 2 الدالة |()/ |إحقفع 


مثال © الن]ك] سد ]للم 
:3 لتكن / دالة معرفة على المجال ١ ١‏ 25 1 ا 1 
1 كما هو موضح في الشكل | 011 2 
)١ |‏ عين طريقة لتعليم نقطة ([:):/,) من للنحني (,7) المثل للدالة :/ في كل 
٠١‏ حالة من الحالات التالية : 


[6, 3-] و (2) متحاها البياني | لش شيا ا 53 ظ 56 
/ المجاور. 2 5 د / 
ا 022100011110640 )سسب حم ع سس روص سيد ويح وج رت 


الدرس الاول 
ع سس سس سس سس سس سم و تت نس سه سس سب سس ل سس سس 
على المجال [0 : 3-] 2465-1 بود حم +2 2 0 2ك 1717245717 17د 
بيان الدالة ج/ هو 
نظير ببان النالة كر 
بالتناظر بالتسية الى 
وعلى المجال [4, 0] بيان الدالة :/ر منطبق على بيان الدالة “رز م 00 
الدالة ز/ هو نظير بيان الدالة ر بالنسية الى( +) 
3.6 الدالة («-)ر+2ل.: :مر 


مثال © 
' لتكن الدالة / المعرفة على المجال 
[3, 3-] و(:) التحنى البياني لها 
ف معلم متعامد ومتجائس كما هو 

موضح في الشكل المجاور 

والتكن الدالة ,/ العرقة ب: 
لحار (مار 
: 1)عين طريقة لتعليم النقطة 
((/ :3/5 من المنحنى (:0) للدالة ْ 
: ل ليع سالا التدرين دكش انح رستع ارافان مو( نان 00 
| 2)ارسم(:”) في نفس للعلم . ١‏ 


» الحل : 


)١‏ لتكن ([).*)/1/ نقطة من (2) و 
(:)6 ,1/5 نقطة من اليجفى (ب) 
بماان (3-)/ -(:)6/ فان احدائيتي النقطة 
/. هي ((-)/ , )17 . نلاحظ ان 
النقطتين /1: و ,11 لهما نفس الترتيبة و 
اذا كانت النقطة 7 تنتمي الى نضصف 
المستوي الأيمن المحدد ب : (/ر :) فإن النقطة '' 
1 تنتمي الى نصف المستوي الايسر المحدد ب: ١‏ 1 
(“رءن) لا مسو ومن ميدن لعز هي نظيرة /1 بالتناظر المحوري 
بالنسبة الى (/ربر) 

2) الرسم 


ا 
55 


1 عموميات على 


النقطة (1-,3-)1: نظيرتها بالنسبة الى(#/رير) هي (1-,6 1: 

النقطة (1,3-)8 نظيرتها بالتسبة الى (/ر :) هي (3, 861 

النقطة (1, 2) © نظيرتها بالنسبة الى (/بر:) هي (2.1-) © 

ونكتب ؛ (>1١‏ -(ق3ام/ و 3-(0ر ار . 2+١‏ )ر-(6/ 
2552 ا م 


09 . كثيرات الحدود 


7 وحيد الحد : 
عدد حقيقي غير معدوم و9 7 عدد طبيعي 
الدالة ”48 <-7». المعرفة على 7// تسمى ذالة وحيد الحد ذات المعامل 2 والدرججة / 
و يسمى العدد الحقيقي ”1 وحيد حد 
مثال © 
)١ |‏ *55 , 2 , “5 وحيدات حد لتغير حقيقي + معاملتها 5 . 2/* , 5 على 
الثوالي ودرجاتها 2 ,. 3 , ! على الترتيب 
: 1 
100 ب 5 ليست وحيدات خد لتغير حقيقي لان : اح ليست اعداد 
أ طييعية 
27 كثير الحدود : 
كثير الحدوذ لمتغير حقيقي + هو مجموع وحيدات الحد لتغير حقيقي :د 
مثال © 
)١ :‏ ا-ثيبي ف دزعام كثير حدود لتغير حقيفي « 
5 2( ا- كوبت مط ()0 كثير حدود لمتخير حقيقي + 


ح كثير الحدود المبسط والمرتب 5 


(:)م كثير جدود لتغير حقيقي + ؛ بعد جمع وحيدات الحد التشايهة ( نها نفس الدرجة ) 
وترتيبها حسب قوى + المتناقصة نحصل على كتاية أخرى ل : (7)5 تدعى الشكل اللبسط 
والمرتب ل: (5)م والشكل العام هو : 

يمد نري + . د “كبد_ره + "ديه -()م 

حيث : ,ره , ,6 ,1 - , ,0 ايه اعداذ حقيقية غير معدومة في آن واحد وتدعى معاملات 
(<)م وان كان 0 غدرت قان 7 يدعى نرحة ()ثر 


د مد بج ممه جميجيابب سمس ميات مده ام و مناه و مه مما مه ماه وه مموه مد سمه 77> 
ا ممم سس مم ج مم سس سسسصس ع سسصصم د مسمس سسس مس سسسسخسة 


اح الدرس الاول 


اتببببيييبييبيبيبيبيببب) )يب ب ب ع للم لمماحااا 051000 


مثال © 

)١ 1‏ طجعه-(تمام مع معن 

3 (:)م ثناني حد درجته 1 و معاملاته 8,0 

2 ع عرق .+١‏ “ده د زام / معن 

> (عام ثلاثي حدود درحته 2 ومحاملاته 0 طرء 

0 أ حجن + ره ته <-(حام عه 

15 (حام كثير حدود درحته 3 ومعاملاته ؛ م , 8 ر,ء , 3 
ت الدالة كثير الحدود 


()م كثير حدود لتغير حفيقي + 


الدالة / التي ترفق بكل عدد حقيقي + العدد الحقيقي(2)م تسمى دالة كثير حدود ونكتب : 


حم جاع 
مثال» 
؟ الدوال: 1/.. و , و/ العرقة ب : 
: 2 زكر , 243 جرزع: ور , جه + تركب قرط جرج: ور 
. اكت افق عتايويت دود 
3.7 مجموع وجداء كثيرات حدود : 
م و 0 كثيري حدود لتغير حقيقي + . 
مجموع كثيري الحدود م و 0 هو كثير الحدود 0 +م درجته اقل او تساوي من درجة 7 او 0 
جداء كثيري الحدود م و 0) هو كثير الحدود 0 *«م .درجتة هي مجموع ذرجتي 0 و م 20ام 
كا ملاحظة 


احبدة خاذين مكنم طزود أيين بالشروزة إن تكوز دي جا 7 وقار قي 
هذه الحالة ان الدالة الناتجة هي دالة ناطقة 1 


مثال © 
5 1( ا ,0.7 كثيرات حدود معرفة كما يلي : 
. ا-ثددنام , 2+2 -()0 3 3+ -(م)] 


3 درحجة 0 +7 تساوي 2 ودرجة 0م تساوي‎ ١ 
00 من اجل كل [1-]-8/ء+ : كك‎ ٠2 ١ : 


: اذن قسمة النالة : (:) جم على الدالة () 0 جني هي دالة / المعرقة ب: 
ا جك الا -()/ اذن الدالة الناتجاة هي دالة كثير حدود 


سينيد 6م 


0 3 8 
د 3) مناجل كل #لء: : لد 0 1 
1 إذن قسمة الدالة (<)2 جا على الدالة ()! جد هي دالة / المعرقة على : 

3 !2-)-جر 

١‏ بالشكل التالي : سد الاك -()/ اذن الدالة الناتجة ليست دالة كثير حدود. 
7 تساوي كثيري حدود : 

م و 0) كثيري حدود لتغخير حقيقي + 

القول ان : © -/ يعني أن من اجل كل عدد حقيقي + يكون ؛ ()0 -(:)7 

ت حالة كثير حدود 7 و 0 لهما نفس الدرجة 

نضع : طوعه -() و 'اج+عه - زعا 

لنبين ان : © -/ اذا وفقط اذا كان ؛ '8-م و 8ط 

- اذا كان 4 -+ و 58 فان من اجل كل 217+ : (0)2 -(:)25 ومنه 0 -م 

- اذا كان 0 - : يعني ان من اجل كل 1/8 + ()0 -()7 

من اجل 0-+ نجد ‏ (000 -(70 أي ٠‏ 8ه 

من اجل 1-+ نجد ؛ (001 -() أي : '8 + م -ؤ+ه وبماان '8<- فان: 4-2 


للدم 


جح حالة كثير حدود 7 و 0 مختلفين في الدرجة 


ليكن : جع -0)م و + 2ه -()0 عيث 0ه و 0ع هو 

لنبين ان كثيري الحدود م و © غير متساويين 

نفرض ان: م و © متساويين ينتج عنه 20 -(60م و (0)0 و0 )0 -(1-)م 
(00 -(25)0 تعض '8-ة 

)00 مواد ا 'ا+ 0 د طجه أي 4 -ه 

(1-)0 -(1-)7 تعني 8+ه-- 8+ © وهذا خطا كون . 4+8 - '8 + ون 

اذن : م و © غير متساويين . 


يتاوق كبري حنوة د من الدرجة الأولى اذا تساوة معاملاتهما على التوائي ... 


| 


لكك 1001 1-1 بل [ ...سمس #صسدطة 0 


مثال © هنا يق ربرء 2ك 1034و عرب عد باد 
7 "ومنيو ويد وهذايعني: زر ++ 011 و ار( + ل -/اك 
5 8-1 -(جام 34 20 14 
ادجم + *:(ا+م) -0)0 و بتطبيق علامة شال نجد : آلا +0 - 011 
اذا كان 7-0 فان ؛ 4-1 و 3-د<م +18 
5 و منه نستنتج + +م تسمى هذه الجملة بعلاقة تغير المعلم 
0 
3 3 0 ْ ا ملاحظة 


.اي للم سو بنصاء معدن في ل للم إ1 : : ا 000 0 
فرفر لهاعيه لاو 7 000000000 0 50 ٍ 
ٍ ان كلت فبعة م روجية فان أ ]موسو عاشرصيس  0(‏ 
٠‏ - اذا كانت الدالة 8 فردية فان النقطة 1 هي مرك ساظرل  0(‏ 


2 ع ا د 7/7237 10 -120-5 0 


0 0 


بماان () درجته 2 قائه من اجل كل /اء: : عععرزب خم د زو)0 حيث . 0 +0 


اذن من اجل 1/ 3+6 + م2 -ع) د زم 205090175 
-د(طة -م) + “د(مد -م) + تمن - )م ا : 
بالمطابقة مع العبارة للعظاة ل م نجد . 0-1 و 3-مددم و 5د وودء وا وساف 6 
مع العبار و و و بالعبارة 0 
0 ا ٠‏ لتكن البالة / لمر العرقة على [1 -) - بالعيارة الثالية ؛ 2 700 
"5 + عدر خهد 0 ْ 1 وليكن (() النحى البياني لها قي العلم 10 .8 ]ولتن أ نقطة من الستوي - 


© تغير المعدلم : ١‏ احناضاتها (1. ال موسي 
> 0 ال ل ادم 


امستوي مزود يمعلم متعامد ومتجانس :6:2 : 1 
1 )اود [/ )احدائي النقطة / في نلعم 0 4 ]موب مزه 


وليكن (/) النحنى ذوا المعادلة (:)/ - نز في هذ المعلم . ” 
نيحث عن معادلة 09 في معلم 2 أحيث 


ا 


ا وسم إر 1 كا 0 0 
ا 2)تضع 7 0 انرس شقعيةالدائة » مان تمتتع؟. 3 3 


النقطة 4 احدافيتها (6.0) نسم [ر, 0.7) 


حب | هب 07 
اذن.؛: رط+ أ نع ابن 


لتكن /1 نقطة من الستوي احدائياتها بالنسبة الى [ن::0) ٠‏ (3,؟) وبالنسبة الى العلم )١‏ بماان (بر,:) احدائيات /1 في العلم [ :0.2 فان ١‏ زب 10+ - و0 
70 أهي 6 ويماان "(3, ) حديقيات قي للعلم [ل, 1.7 ) فان ؛ 171 1ل 8 


8 الدرس الاول 
اه القيس اين ينسم 


2 ل بع يا الو و‎ ٠ 


وبتطبيق علاقة شال نجد : 
ا جاب - 01 
د يليك |- در 
ومن هذه العلاقة نستنتج : 0 
اكساوة : 1+1 -ترنجد + [-بر د 7 أي 
من المساو 
١-()ر‏ - م 


2 وذاذ_عرمي و 
0 1-1 عل)ر دنر 


28 1 


5 1 1 
لذن , ل - 1١‏ هي معادلة التحى (0) لم [2.7,2) 


2-0 


2) ل -(1)ع :الدائّة م هي الدالة الطلوبة ههي اذن دالة فردية وبالتالي نستنتج ان النحى 


(7) يقبل النقطاة 4 كمركز تناظر له . 
هه 


© عور التناظر ومركر التناظر 


يْ الفقرة 8 استعملنا تغير العلم للاثبات ان النحى (/) يقبل محور التناظر او مركز تناظر 
و في هذه الفقرة نتعرف على طريقة اخرى التي نستعمل فيها خصائص التناظر 


و محور التناظر 


مثال © 
ن في معلم متعامد ومتجانس ,0:7 : () النحى ذوا للعادلة (2)/ - نر 


5 و(ه) مستقيم ذوا المعادلة 2< . 
'. القول ان (4) محور تناظر النحى (2) يعني ان نظيرة أي نقطة /1: .من (/) بالنسبة 


1 الى(8) هي نقطة كذلك من ()). 

)١ ٠‏ لتكن (ر,.:)/1 نقطة كيفية من للستوي ولتكن (/ز , )1/1 نظيرتها بالنسبة 
/ الى (4) 

5 احسب ؛ 

: /ر, “د بدلالة > وار 

٠‏ 2) بين ضحةالتكافئ التالي : القول ان الستقيم (4) ذوا العادلة 4 -* محور تناظر 
4) يكافئ القول ان : من اجل كل /+ه-: من ,7 قإن: 4-7 من ,2 و 


)١‏ تعين نر , د بدلالة * و ابر 
بماان 17 نظيرة / بالتسبة الى (8) فان (3) محور القطعة الستقيمة [/1/1] يقطعها قي 2١١‏ 
' 


النقطة /1 وعليه ينتج : 21/8 - 1/11 ويماان --.-- معسجي كه 
// نقطة من )4 وتفقع على استقامة واحدة مع 2 
1 و 11 فان : (تر, 1/)6 وا/لردير. 4 
من العلاقة : - الا ينتج: 
506 _ر] وبالتبسيط نجد ؛ 
0 
بردبر 
2( اثبات أن : 
1-0 محور تناظر ل : (:) يكافئ من اجل كل : / +21 -: من (/ فان : ١‏ 
عه من +12 و(1دمار دزم مام ع 
- اذا كان المستقيم ذو العادلة : -: محور تناظر ل : (7) و “17 نظيرة /1: بالتسبة الى 
(8) فإن: +-20ع كدو بردثز 1 
من احل : باجم + فان : (8+م) -28 - ما أي ؛ /-م- نر 
رح بر تعشي (0)/ -(#بأثري : (11م)/ -(6-1) 
- لتكن : 34 و '14/ نقطتين من (:) فاصلتهما على الترتيب 2+7 و -ن 
وبماان (7-ه)ثر -(8 +6)/ فان الستقيم (1) ذوا العادلة + - هو محور تناظر ل: (:7) 


مثال © 
لتكن / دالة معرفة كما يلي 2+3 !. جا . اثبت ان الستقيم ذوا للعاذلة 
: 3--+ محور تناظر لبيان الدالة كر 


الل : 


لائبات ان الستقيم ذوا للعادلة 3--+ محور تناظر لبيان الدالة 7 يجب ان نثئبت : من اجل 
كل ؛ +3--+ من عفان . 3-8 من 8 و (-3)ر-(+3)ر 


(م+ق )د [#جة ا -(1+ة-)ر 


50117 ويك 2 2 17 
17-5 ة+و- 1#+مة - لة+و-[12 2-60 - 


3 


ع الدرس الاول 


(-ق)3+ (-ة) + -(-3-)/ 
9 


5 -2,رلء ,بو و- 2 ب ووب ةلد وو 3 
--17- هل3بو-ح +وة + 7/< 9-34 (2/+مه +0 - 


هنه ؛ (1-:3-)/ر <(-3-)/ وبالتالي : الستقيم 3--+ محور تناظر ل: (7) 
9 مركز تناظر 
مثال © ' 
معدم متمد ومتيفس [0.7.2) "١‏ 
(2)النحنى البياني معادلته : (2)/ دير / 
و 4. نقطة احدائياتها (0 , 6). 
القول ان : 4 مركز تناظر للمنحى 5 1 
() يعنيان نظراي نقطة من() 0110| ا 
بالنسية فى النقطة. 4.. هي نف مضنا 1101110171 1-٠111‏ 1011 
7 من ()) . . 1 
)١ ٠‏ لتكن(ر ,»)/1 نقطة كيفية من (2) و(/ز, 1/0 نظيرتها بالنسبة الى النقطة / 
بين انه اذا كان . /+0 <3 
3 فان /-0ع + و26 ع /رجار 
2) بين صحة التكافئ التالي : القول ان النقطة 1 احدائياتها (0,6) مركزتناظر 
٠‏ ل: (7) يكافئ القول أن من اجل كل ٠‏ /+0 - من ,1 فإن 0-7 من ,2و 


- 4 
: 71 2))/ +[ +ه 


» الحل : 

1) بماان النقطتين /1! و 11 متناظرتين بالنسبة الى 4. فان 4. منتصف القطعة المستقيماة 
[1111] ومنه ينتج ان , 533 و لشم حيث ٠‏ ()/ -د و (0)/-ثر 
مناجل ؛: /+2- نجدان + 22-1 -ثد أي : 1-ه- ثر 

2) لتكن 1 مركز تناظر للمنحني (:) ٠‏ لتكن النقطتين /1 و /1: متناظرتين بالنسبة 
الى 11 لدينا شك م و ةدم ؟ 


وماد اح م 


71 


ماه 
2121 


من اجل /+2- نجد 0-7 -: بالتعويض ‏ و 2 ف المساواة اهف 


2 
نجد, ند (لسمال لجال 


3 


1 


كا 


وبالعكس إذا كان د (1حمال جز مار فإن النقطتين ((+مار , 041) /ا و 
((لحما/ر 3 حم) "11 متناظرتين بالتسبة إلى النقطة (7 6( 4 


مثال © 
ْ 42ت 
: دالة كة .ا تلت برع ظِ 
:. 1 شعر كما يلي [-+3 جا / 


7 بين ان النقطة 4,4 مركز تناظر للمنحى (2,) اللمثل للدالة '/ر 


“ الحل : 1 


1 
لاثبات ان النقطة 1. مركز تناظر ل : (7) يجب ان نثبت ؛ من اجل كل /+2 - : من م 
, 5 م + مط ا ْ 
5-4 - م 
2 م3 2+إم+ذ|- 
1-2 -ٍ/ 7 الا 5 2 | 1 
+0[-١ 2# 2 -2/‏ :2 8 3 
2 
3 3 ا 
3 3- 8+- «8-ج 1 
امو شي 2 2-4 5 
025 سس ممه الو تح ب أن )عالت 
2- 48 2 2 2 
1 
دن : [1-,): مركز تناظر د () 
2 


[3 الدرس الأول 


تطبيقات موذحية 


تطبيد . 0©: دالة )وعد 


0 0 0 2 1 


مضه إنتماء نقطة إلى بيان 


» الحل : 
لكي تنتمي النقطة (5, هاا الى (/) يجب ان يكون ,17 ع © و 6<(مار 
)١‏ #ادره وعهعآ و 212-31+1-0 -(1)/ منه النقطة (0, )1/4 تنتمي الى (,) 


2( |4!-17- ره و/مء3و ة-(6 / ومنه النقظة (2, 1/06 لا تنتمي الى (2) 


الحل : 


لكي تكون النقطة (ر, ع)لاء تنتمي الى (::) يجب ان يكون ,2 عع و ردر(ع)ر 
1) ارم و 8/ء1 و4-(0)/ منه 4 -:«راذن : (4,) هما احداثيتي النقطة /1 


توي ن متتس بيت نيتس حم سين 


ا[ عموميات على 
2 [2-]-8/-,2 منه العدد د ان وجد فهو من المجموعة ,12 
(3 ,)11 تنتمي الى (2) يعني 3-()/ 
3 >-(جار تكافئ ؛ 3 لحك تكافئ 6++1-3-+2 و 2-2 + تكافئ ؛: 2-7-7 
لاحظ ان + ,10 ع 7- ومنه احدائيتي 14 هي (7:,3-) 
لسلس سم عتهه 


ك الحل : 


1) تعيين مجموعهة تعريف الدالة كر 
مجموعة تعريف / هي مجموعة الاعداد الحقيقية +« بحيث 0+ '(2-1) 
0ع “(1ا-ج) تكافئّ : معبزا-ع) تكافئ ؛: 1*دد 
بالتالي مجموعة تعريف الدالة /ر هي [1]-18-:,2 اي : ]6+ ,١إلا]1,ه[‏ درط 
) تعيين مجموعة تعريف الدالة 8 
مجموعة تعريف الدالة ع هي مجموعة الاعداد لحقيقية < بحيث : 0ع +2 
0-+ ++ كافئ 0-(1+ع)د 
0-(2+1)< تكافئ . 0-+ او 1-- ومنه مجموعة تعريف الدالة بم هي : 
(1-,0)-16 ديق أي: ]مع , 0[لا]0 . 1-[نا]1- , ه-[ديم 
ج) تعيين مجموعة تعريف الدالة ؛/ 
مجموعة تعريف الدالة / هي مجموعة الاعداد الحقيقية « بحيث : 2-1<0)ر 
لدينا : (1++)(1-+) -1- 2 لحل المتزاجحة 2-1<0+ نغين اشارة الجداء (1+)(1-:) 
والجدول التالي يلخص اشارة (2-1+) : 


٠‏ 8 القرس الاول 


حمس سسس سسسب سس مدص سسب مسيم سمه ست 
اذن : 1<0-* انا وفقط اذا كان ؛: ]مه + , ! ]ل)[ا-,هه-[عع مجموعة تغريف الدالة م - 37 هي : ,2/1182 
ومنه مجموعة تعريف الدالة / هي : ] © + , 1 ]لا[ 1-,-[- ,2 . ((1-!-2[(0)8)-عاء ,طاره 
0 3 1-,71-2- 
5 ا + بحيث ؛ 0< و 0ع +«-ل ]هب 2[لا]2 , فر ا 
0 اذا وفقط اذا 0> / و 7 # * /. شي يلا ]رطا 
- : 3) © حساب(2 - رق : 
0 بجي 0ع- اي . 0 عدعر زواع -()ثرة -2()0-/6 
اذن: ِ و00 3 ا عقوي 
او 0 و تين 
ومنه مجموعة تعريف الدالة 4 هي : ]0 , 2*-[ - ,2 2 جع -)(3: ج-( +0( -:0ة _ 
ترعاه (١‏ 2 1 
5) مجموعة تعريف الدالة ./ عبار مو.. 
مجموعة تعريف الدالة .!] هي مجموعة الاعداد الحقيقية + بحيث : 0< 2-1 (+)(2 + ر و2 
2-10 تكافئ 22<1 وبقسمة طرف التباينة 1<+2 على 2 نجد ؛ + وفثة 6 حساب (:)(*/7): الى | 
١‏ ()ع >«( -()(م»/) لر 5 
مجموعة تعريف الدالة .2 هي : :+, ]م تجع 2‏ العةر ل 
ع 59 برع] 2جبيير- 
3+ *دة_ _(3 ع2( 
ملعك (+2(1 +ع ) (ع +)(2++- 
بيو ©: جوز العمليات على الدوال -مجموغة تيريف اإلوعذة 77 
: 0 :دالتان معرقتان كما ووى 5-7 د 
كدر . 0023م ل 1 3 . نظا دول 


ل روم : 
2) ماهي مجموعة تعريف كل من ١‏ دو ا 
كم احسب : (2)(ع -ثرة) و (تا[ج»“ 17 


“ الخل : 
1) 0 تعيين مجموعة تعريف الدالة /, 
مجموعة تعريف الدالة ك/ر هي مجموعة الاعداد الحقيقية د بحيث: 20+ . 
2-0++- تكافئ 2-+ ومنه [2)-1-,/2 
0 تعيين مجموعة تعريف الدالة م 
مجموعة تعريف الدالة هي مجموعة الاعداد الحقيقية < بحيث ؛ 0غ : +.1 
0-م+1 تكاقئ 1-- + ومنه ٠‏ [1-]-//- ,2 : ل 
ج) © تعيين مجموعة تعريف الذالة م - 2ر3 ون الدالة كر فيس داه حي د ار 0 2 


ا 0111111111111 


- الدالة يم هي دالة كثير حدود لان بعد التفكيك والتبسيط نجد : 2+2 + تد -(:)ع و قوى 
وحيدات الحد الشكلة ل: (8)5 هي اعداد طبيعية 
- الدالة هي دالة كثير حدود لان قوى وحيدات الحد مشكلة ل : (+)/ اعداد طبيعية 

1 


- الدالة # ليست دالة كثير حدود لان الحد ل تكتب على الشكل '(2+1) و /16- 


- الدالة .1 ليسث كثير حدود لان : 3+علء تكتب على الشكل : 0 ادع 
02 (2-2- “إقجعم) -() 


103+ تيه - ج.بر2- و+مر12 + ثرن - 


5+(5ل- ت][2ل.جما - زياد 
5+ 10/- بز 5/. -خبر 2/. + ترد 5+ 10/- مر 2/ +جرو/- ترد 


2- كمد افيد 2-1)-ة(2ا- 


١ 21‏ لمر 


2+4 + بر تمرك 2+4 - تبر جره + 2و2 ترد 


هه 


مهجم( إختيار الصيغة الانسب لحل معادلات إزيية 


الل 


001 © نشر؛ )م 
(ا-ج- هزر 


تجعد يتف الوفبضيه- 4د (لجمهد تيه)- 4د 


'[1-م)- 22 -(م 
(ا+ع6(ة +ع -)ء (1-+2 +2( + -2) - [(1-) +2-1([2)-2] - 
)١ )2‏ الكتابة الملائمة لحساب (7)0 هي : 

4+3 + 4+2 -(2)م وعليه يكون : 3-(0)م 

ب) الكتابة املائمة لحساب (2-)م هي: , 

(2+3()22+1-)-(م وعليه يكون 21- -(3-)<7 -(2-)تر 

ج) الكتابة الملائمة لحساب سابقة العدد 3 بالدالة م هي 3+:4 + 4.7 -()م 
3-()م _تكافئ + 3-3 +ء+ه + 42- تكافى : 0 دبره + #ي4- 

0-جة + 4:2- تكافئ 0-(4:2+1- 

0-(1+:)ء4- تكافئ 4-0 او 1-0+ع أي؛: 20+ او 1-دج 

ومنه العدد 3 له سابقتين هما 1- و 0 

د) الكتابة الملائمة لحل المعادلة 0-(6)م هي + (1+<3(2 +2 -) -(:)م 
0-()م تكافئ 0-(1++2+1()2-) 

0-(2+1(+2-) تعافئ 2+1-0- او 1-0+:2 أي دب او 4-دع 


ومنه مجموعة حلول لمعادلة 0-(:) شي ا 


ه) الكتابة الملائمة لحل العادلة : 472 -(<)م هي ؛ 4+3 + 42- -()م 
تمه -(6م كاف ده - 3+مه + 4:2- ومنه 3-0++4 أيه سدم 


ومنه مجموعة حلول المعادلة : 4:2- -()م هي ؛ 5 
01 


تطبي . ©: مجم تحليل عبارة إلى جداء عوائل ايوعة 


+ع تبرج قر “برجي + بر تبرج فر كبرد( جر ترج تبر ثع)(ا+) 


ممصم اميا عموميات على الذوال__ ‏ 


[جدثيء مجموعة تعريف 0/ هي مجموعة الأعداد الحقيقية + بحيث ١‏ 12 + و باع اع 
[-عدةع- لايع بجر شم + توي “رج كو د(1 بر 2 + قرو ثم)(-) يلاع :د تكافئ 1/1 ع 
فزت ر0ء(ماع كافئ 18 ع(3-1) 
0 إستنتاج تحليل العبارة 2 من اجل كل : من ,(! يكون : :3-111 ومنه مجموعة تعريف الدالة 07ج هي : ؟// 
(ردتم)ل- تمع ازعماد "ار و 0 أوع هي : 1/ 
([ا+ج-2 + ثع الج ع/1+ع» ++ 1 -+) - (ا-هة) - *[0ع ]- (0) عار -(م)(هم) 
([1+جم-2 دجت - ثم( جء ‏ بتربث“م)(- )د -١‏ كمة- ١-(جارة-‏ ((ماراع -(م[(/وع) 
د د نر ١‏ الجن ويد (1--18 ,ا و 1#ديم 
 )3‏ مجموعة تعريف الدالة /0م هي الاعداد الحقيقية < بحيث؛: ,2/1 وء (ت)ر 
تلبيق :9 َّ غماضة _تعيين مجموعة تعريفدالة مركبة ونعيين عبارتها بوذ من اجل كل عدد حقيقي ‏ من ,7 يكون 1# (2)/ ومنه مجموعة تعريف وعم هي: 
0 (1-)-18ع رم 
'| - سب 00671 0 ()(9 يعد تمين سبموعة فطريف الدول. : : 0 - مجموعة تعريف الدالة 8/ هي مجموعة الاعداد الحقيقية ابحيث : لاع و 
1 0 0 باع هع 
3 اه : 0 1 1 0 ب 2()ع تكافئ -١‏ #(ج)ع 
0 7102 0 7 0 0 : ا-+(2)ع تكافئ [372-1++ ومته خدعير 
03 واج-0 . 0 : 3 3 ا : 10 (يضعء و رناء(م)ع ) كافئ ,2ع+ و جديعى 
!| 4) + ج2ء()/ جدمزة02م 20 نولتي اإشتار 7007 #د/ هي : [4--/ 
0 5) 2+عل دنار اث 6م ١‏ د د - (جاع)/ -0)(ه5/) 
“ الخل : دكن ١‏ زمر -(()ر)ء -0)(ه) 
) أ +, م[ -#ا يط - زه #ادره . اعبط 
- مجموعة تعريف /0ع هي مجموعة الاعداد الحقيقية « بحيث : ,2 + و ي2ء()/ و - مجموعة تعريف الدالة 7/0 هي مجموعة الاعداد الحقيقية « 
,2ع تكافئ !1ع .ومن اجل 177ع< يكون ع ع(7ار بحيث : (ي8 »م و ,8 6()ع 
ومنه مجموعة تعريف 0ج هي : 1/ عند تكافئ +11ع< و من اجل كل 217+ + 11 )ع 
- مجموعة تعريف /وج هي مجموعة الاعداد الحقيقية + بحيث؛ ي2 ع و ,2 2(2) ع ومنه مجموعة تعريف الدالة 06 هي // 2 
> تكافئ 1# + ومن أجل كل 1اع+: ,ء() 8 8 - عمجمو ع تمزيت الدافة ردج 
إذن مجموعة تعريف الدالة /مج هي 11 مجموعة تعريف الدالة /#بع هي مجموعة الاعداد الحقيقية + بحيث /2ع+ و 
4+ - 5+( 5+(م)ر-- (إمار)ع -(م)(يهجم)ا وص ع0 
6+ ا«دق+ع-- ا+ر(ماع - ((0)ع)/ -ن(هه/) /ل1ء د تكافئ + 6/14 ومن اجل كل عدد حقيقي > من ,2 يكون ,(/ 2(2)/. ومنه 
0 58 مجموعة تعريف الدالة /0 هي 17 
لع .م مر 1 +عة و2 - ا+(م)ع2 -()(هن/) 
7< (3 + عهامنه - (م)رقهذة ‏ (()/)ع - )نوع 


تك 


( الدرس الأول 


2 عموميات على الدو 
5) ]+ 2-]د ره و «اديه 


3) الدالة 5 هي عبارة عن مجموع الدالتين 7-جظطم و جل.-حظم و /ن و يغ دالتين 
مجموعة نعريف الدالة ع0/. هي مجموعة الاعداد الحقيقية ‏ بحيث : متناقصتين على م +, 
بيعم وعرهء(ماع اذن الدالة :4+ ,4 ( أي + ) متناقصة تماما على ]هه + , 0] 
,2ع(0مع تكافن + 2-<2+1م جو شتات 


2-<2+1 تكافئ ؛: 3-< ثبر 


ومن اجل كل عدد حقيقي ,2 + يكون : 22-3 وبالتالي مجموعة تعريف الدالة مس1 التمثيل البياني لدالة إنطلاقا من بيان معلوم 

عقر هي . ]م +, 2-] ّ 5 : 1 
مجموعة تعريف الدالة /وج هي مجموعة الاعداد الحقيقية + بحيث . ,2 >+ و 

: /)( 2 

من اجل كل ,2 > + يكون دوما : ي(/ >(5)/. وبالتالي مجموعة تعريف الدالة /©م هي ؛ 

الت 


3+ تأ +[عاو/.-((ماها/ -(م)(هم/) 
2+١ - +3‏ +ع - ا+ [(0)ر) -(() راع -)(وع) 
اللا لا الوه لل ددم 


01 التمثيل البياني للدالة لل 
ليكن : (:) النحنى البياني للدالة ع 
() هو نظير (7) بالنسبة الى 

التناظر بالنسبة الى (/د *) ( محور 


» الحل 4 
1) الدالة /ر متزايدة تماما على المجال ]6< + , (] و الدالة ع متزايدة على المجال ]مه +, 0] 
وبما ان مجموع دالتين متزايدة هي دالة متزايدة فان الدالة م + /ر متزايدة على ]م + , 0] 


2) اذا كان : 0 ره-[عع يكون : ةط د( 
الدلة / عبارة عن مجموع الدالتين ميقمو عتيشبىرووو «/ اللتناقصتين 


تماما على المجال ] 0 ,0-[ بالتالي / متناقصة 
87 سدم 


57 الدرس الأول 


ومنه ()/--()1 
- اذا كان ]م + 2]لا[!-ده [ ع فان: 
7/00 ومته ()/ رما 
- اذن اذااكان ]م + , 2]لا[1-,-[ء< 
فان ١‏ (:2) منطبق على () 
واذا كان 2 , اداعع فان () هو 
نظير () بالنسبة الى محور الفواصل 
(د:) انظر إلى الشكل القابل 

ج) - ليكن (::) النحنى البياني للدالة © 
- انا كان ] »+ , 0] + فان : 
- إن ومنه : (<)/ -(:)4 وبالتالي بيان 
الدالة © منطبق على () على المجال 
]+ م 
- اذا كان [ 0 ولعي فان 
+ - إحإ ومقه (<-)/ -()4 وبتالي 
بيان الدالة 4 هو نظير بيان الدالة /ر 
بالتناظر بالنسبة الى محور الترائيب 
انظر الشكل المجاور 


1 
1 


0 [) اوجد مجموعة تعريف 


ا 9 #العرفتين على | - 

| لجال ]0 +, 7 ' 
4 - ع0 0 
نضع. ()(يه/)-(16 و . 
” 


» الحل : 
1) مجموعة تعريف الدلة /: 

مجموعة تعريف الدلة :/ هي مجموعة الاعداد الحقيقية * بحيث ؛ ؛ يلاع + و 

,د ع(ماع 

و2 :3 هذا معناة ان : ]د + ,0] ع < 

ب كل 20 ,0] + يكون: رظع(جاع وبالتالي : : ]نه + , 0] حرط 

عد دوي ب لد عة الاعداد الحقيقية ‏ بحيث: بطء: و بطاء()/ 

,2 > عد هذا معناه ان : ]ده + 5-8 

,2 >()/ يكافئن بإ مإع2-4م 

]مه .+ , 0]ج 7-4 يكافئ 0<+-تديكافئ 2 <+ ومنه ء ]» + , 2] -)» 


2 للنحنى () ممثل الدالة / 


المنحتى (:7) ممثل الدلة 8 
اللنحنى (ن/,) اللمثل للدالة وج لان مجموعة تعريف “وج هي : ]+.2] 


النحى (,,) المثل للدالة ع د لأن مجموعة تعريف ع / هي ؛ ]+ , 
3) بماان الدالة / و م متزايدتين تماما على ]+ ,0] فان الدالة عر -/ 


تزايدة تماما على ]مه + ,0] 
ترما زف /. و 8 متزايدتين تماما على ]+ , 2] فان الدالة “وج - 4 متزايدة تماما 
على المجال ]0+ :2] 
بللا سيب بوه سسب ستيه 
. 8 : مجبة اتجاه تغير - عمليات على الدوال الضجعة 


لتكن الدوال "ر .ج . / العرهة كما يلي ٠‏ 14 
0-4 0 خبدواة. 8 معد 3 

11 اكتب. 7 على شكل مجموع الدالتين »ور ١‏ يطلب تعينهما. 
٠ ْ‏ ب) ماهو انجاه تغيرالدالتين. ده ور ا ,]0 


2) ) بسط العيارة د . )هل تين / وي ساقت 


) ما هو للتحنى البيائي للدالة ج 4 


سا ا 


| 


أ الدرس الأول 


الحل : 
01 (ت)ج+ زعر)ن -0)/ر حيث : (جه و 4--(): 


ب) 6 الدالة هي من الشكل + عن جا حيث 0-1 و 5-0 
ويماان 0( فان الدالة : متزايدة تماما على ]م +, 0[ . 


| الدالة دجم متناقصة تماما على المجال ]*+,0[ 


وبالتالي الداللة : ديم متزايدة تماما على ]> +, 0[ 
إذن الدالة 7+٠‏ متزايدة تماما على | + ,0[ . 


3 الدالة ؛: متزايدة تماما على المجال ] 0,0[ و الدالة ورم متناقصة تماما على 


] 0, 1-5[ وبالتالي الدالة جمدم متزايدة تماما على ] 0, *--[ 1 
وبالتالي الدالة ٠‏ متزايدة تماما على ]| 0 , +[ : : 
اذن الدالة 1+1 متزايدة تماما على ]0,*-[. » الحل : 
02 موسرعال اعردب «لديقاء المع 73007 د01 ١‏ 
ْ 0 1ك ح الدالة : ()/جل+ متزايدة تماما على لمجال ] 5+ , 1[ ا 
3 _ الدالة : ()/1- جنت+ متزايذة تماما على المجال ] + 0 عا كه ' 
ود #جعاة ع متناقصة تماما على] «ه + , [١‏ -770 00 
:7 ا عو متزايدة تماما على المجال 1-121 : 
0200 2 0 ]+ 1| لانها مجموع دالتين 7 2 
اذن :من اجل كل : [2-!- ات 2-ء- لقك ‏ متزايدتين على ]ته + , 1[ هما 5 
ب) من اجل كل (|2-]-*زراء ع :(16- ع لعل “ا و لا. هه 
)١ 03‏ 0 جه -() د 
ومنه الدالتين / و كد متساويتين على المجموعة . (2-)-*/1-/ : الدالة ى هي دالة تالفية من الشكل : 
5 1 فوج نابر حيث:2- 8-019 
١‏ - بماان : 0( فان الدالة ى متزايدة 
ج) بماان من اجل كل 12 ع+: لك 0 قان بيان الدالة -ك هو نفسه بيان الدالة / كماما على المجال ] 2+ . 1[ 
على المجموعة (/ والمنحى الممثل للدالة 7 على 7 هو المستقيم ذو المعادلة : 2-+ -بر ما ه 40-4 


عدا النقطة /1: ذات الفاصلة 2- والنرتيب 4- : 
: «لدائة , ل جا متناقصة تماما على المجال ] *.+ . 1[ وبالتالي الدالة 4 متناقصة تماما 
2 


علق ]هه +, ا[ : 


ركه لا الك 


5000“ 


الدرس الأول 
شاك سس ا يي 2225000٠‏ 
م ( +6 در 
لتكن 4 نقطة من بيان الدالة > و 2 نقطة من بيان الدالة 4 ومنه أي نقطة 44 من 


بيان الدالة / فاصلتها هي تفغس فاصلة كه و 8 وترتيبهما هو الوسط الحسابي لترتيب 
4 و 18 


م ناجل 2-+ نجد؛ 4- يبر و د ور ومنه : 2,25 - ,بز وبالتالي ١‏ (5ي2 ,11/)2 
من اجل 1-+ نجد ؛ 2 - يبر و 1- وبر ومنه : كرا- نر وبالتالي : (14),15 
من اجل لد تتجد :3د ريواود فيلت وو مله 39ل بزأوبالفن': |27 1 


اللا سس هيم 
تطبيو 2: و1 إستنتاج جدول تغيرات دوال ورسم بيانها الع 
, 011 دق 000 جل [3 83 5 


» الحل : ص 7 
01 ه جدول تغيرات 8 
لدينا: /2 - م حيث : 2-2 و 0 (2 
- بها ان الدالاة / متزايدة تماما على [1, 1-] فان الدالة /3 - ج متزايدة تماما على 
[[باع] 1 
- بما ان الدالة كر متناقصة تماما على الجالين : [1-,3-] و [3 ,1] فإن الدالة م 
متناقصة تماما على نفس المجالين 
22-4 -(3-)/2 -(3-)ع 
20-0 -(1-)/2 -(1-)ع 
21-2 -()/2 -()ع 
١#‏ ا 


١ -(2)ع‎ 2/)2(- 20-0 
86(- 2/)6(- 2)-1١(ء‎ 


ومنه جدول الدالة م هو : 


ت جدول تغيرات الدالة 7 : 

- اذا كان : [1, 1-] 2+ فان الدالة / مترايدة تماما على المجال : [1. 1-] وبائتالي الدالة 
/ متناقصة تمهاما على نفس المجال 

- اذا كان |1- , 3-]ء + او [3 , (]ء +فان الدالة / متناقصة تماما على هتين المجالين 
وبالتالي الدالة 7 متزايدة تماما على هذين المجالين وبالتالي جدول تغيرات / هو 


2 جدول تغيرات 4: 


فان اتجاه تغير الدالة 6 هو نفسه اتجاه نغير الدالة م ومنه جدول تخيرات الدالة / هو : 


3(2-4-)ر -(3-)4 

ددمعزاار دلاع)) 
2-3+(0)/ -()4 
2-2+(©0)/ -(2)؛ 
١-2ج(قار‏ -(6)» 1 

ه جدول تغيرات 1 ٠‏ (إت|)/ -(:): 

- اذا كان : 0<+ فان ١‏ (:)/ -(7)2 ومنه اتجاه تغير الدالة / هو نفسة / 

- اذا كان + 0>+ فان : (د-)/ -(:): بالتالي إتجاه تغير / عو عكس إتجاه تغير / على المجال 


سجس سح 22 


[ الدرس الأول عموميات على الدوال 
] © +,0] ومنه جدول تغيرات ؛ هو , الل 


1) لتكن الدالتين «, 8 المعرفتين بالشكل التالي : 3-6 -() ؛: و عله - (:) ١‏ 
6-:3/. جك 6-جعوجفيور 
مم 


ا ا 
170 
6 جدول تغيرات ,! ؛ 0 6/ اذن: (:ج)(::هم) -()/ 
- اذا كان + ينتمي الى [3 , 2] فان : 50 . 
د َ بما ان الدالة : تالفية و 4-3 و 0(0 فانها متزايدة تماما على المجال ]» + , 2] . 
ومنه : ()/-- -(). وبالتالي اتجاه تقير ,1 هو عكس اتجاه تغير / | ع1 : أ 
- اذا كان + ينتمي الى [ 2 , 3-] فان ٠:‏ 30(+)/ + ومنه : (2)/ -()1 228 متزايدة تماما على ]>-+,2] ومنه الدالة :70 متزايدة 


وبالتالي : اتجاه تغير .1 هو نفس اتجاد تخير /. ,! 
2) لتكن الدالتين :, ,« المعرفتين بالشكل التالي : 2+2 -(0) 1 و 2 -() ١١‏ 


لذ يك 2+ جخببر 


#بهل لمه* 
للا 
2, رسم منحنى الدالة /ز على [3, 3-] اذت: (2)( سدمض) -()/ 
نسمي (2) التحنى الدالة / الدالة :؛: متزايدة تماما على المجال : ] 0+ , 0[ والدالة 2 متناقصة تماما على المجال 
اللنحني (7) يقطع مجور الفواصل في ] 0+5[ ومنه الدالة ,2,014 متناقصة تماما على المجال ] م + ,0[ أي ان ؛ 
نقطتين فاصلتهما 2 , 1- وله ذروة / متناقصة تماما على ] « + , 0[ 
5 , 1) وحضيض إحدائيتها د 
610 


3 رسم بيان الدالتين 6 و ع 
نسمي (:/) منحنى © و(ج2) متحنى عم 


تطبيق . 09: ممه إستنتج تغير دالة بتفكيكها لل دالتين مرجعيتين بيانها النبعة' 


» الل : 
[1) ايجاد الاعداد الحقيقية © ,2 , ء, 4 
بحيث من اجل كل + من ! لدينا : - 6 +جك- +م +ع -()/ 


+( +جماء ج[ه به + تجاز(م+ 02)/ 


+22 


مرو عياب م الماح 


ومن جهة اخرى لديئا : 0 010 760 


بالمطابقة نجد : 1-ه و 5-+ه4 و 7-ع+ن4ةبن4 و 0ع ل +ع2 +4 
بعد الحساب نجد 10-1 و 8-1 و1--» و 2--ق 


كي : : 7 1 
اذن : من اجل كل « من 7 لديتا : عي اعد زمار 
2) استئتاج ان الدالة / متزايدة تماما على المجال 1 
- الدلة 1+.عرجك_ك+ تالفية ومعامل + هو : 1-ه مته : ري ا 1 
- الدالة 2 -جلبر متزايدة تماما على المجال / 
-الدالة 57 و متزايدة تماما على ] مه +, 2-[ لان مركب من دالتين 


متزايدتين على المجال ]+ ,2 -[ * 
وبما ان الدالة +9١ +٠١‏ بع كرو 3 و "7 متزايدة تماما على / فإن /ر متزايدة تماما 
على / 


)١3‏ من اجل كل + من */ لديناء 3+ + (2+)) - تجع ج[ه جعه +2.)- 7 جبووتر 


ب) من اجل كل عدد حقيقي + من / لدينا : 
لتنع ىن 2 (3+ع) 2 جع _ (تجعاجة 2 + 7+عة د 
090252 0 (2+ع 2 22+ 7 
بماان /ع+ فان: 3(0+ءو 2(:(0++) 

7 


ومنهء 0 (جارن ويفتفي 1١‏ ردي 


7 : 5+7 : 
ج) بظرب طره المتباينة : (١‏ 3 بالعدد + نجد + +1( 0 ومنه : 


»0 
د) من جدول تغيرات الدالة /. نستنتج انه لما * يتغير في المجال / فان ؛ (:)/ يتغير في 7/ 


وبالتالي لما « يمسح / فان (2]/. يمسح 7/ 
ساس برهههة سس 


تطبيئ ‏ 9 : مجه إتجاد تغير جداء دالتين إبؤجة 


“ الخل : 
1) ليكن © و 8 عددين حقيقين من / حيث: 5) © 
بماان الدالة “ر متزايدة على 7 فان: 7)6()0-(مار 2 * 
بما ان الدالة ع متزايدة ثماما على 1 فان : 8)6()0 -(8)4 
لنحسب ؛(0)م -(6)م : 
(©)ع (6)/ -(م)ع (م)ر -(مام -(هام 
(6ع (6)/ -(م)ع (6)ر +(م)ء (ذار -(0)ع (مار - 
[(6)ع -(0)ع] (مار +[(5)/ -(مار ](م)ع - 
بماان؛ 6()0/ -(0)/ و 6((0)م فان : 6([)0)/ -(66)/ ](60)ع 
بماان , 6()0)ع -(6)ع و 0((0/ فان؛ 0) [(6)ع -(6) ](0)/ 


[ الدرس الأول 


للب ا اسن مسيم يميد 
ومنه : 6([)0) ع -(م) ع ](ن)/ +|((6)/ -(0)/)](م)ع اي . 0)(م)م -(مام 1 : 
مما يدل على ان الدالة م متزايدة على / ١‏ مكدر د ْ 
2) اثبات ان الدالة 7 متناقصة تماما على المجال 1 ْ )لوخ دويق لد 0 00 3 
- بماان / متناقصة على / فان : 6((0)/-(6)/ 0 3 
- بماان م متناقصة تماما على / فان : 0 ((0)ع -(0)ع 
ومنه يكون : 0 ((6)م -(م)م أي ان : (6)م ((7)6 
منه الدالة م متناقصة على / . د ان م 1060 0 
ق) ١س‏ أ 126 ع) استنتح مما سبق الحل البياني للموايحة ٠‏ اا 


- الدالة <2 ج- بد متزايدة على / وموجبة على / 

- الدالة 1-عرل/ءه ج_ + متزايدة على / وموجبة على / 
اذن الدالة ؛ '1: همتزايدة على المجال / 

أي ان الدالة 1-/2 جار متزايدة على / 


)١ 1‏ صور العدد 2 هي ؛ 2 -(2)/ 
صور العدد 1- هي العدد 4- -(1-)/ر 
صور العدد 2 شي العدد : 35--(35)/ 


ا للك 9 0 0 7 دق 
0 31 ع ب) حلول المعادلة : 0-(:)/ هي فواصل نقط تقاطع (:) مع حامل محور الفواصل 
- الدالة جوزو جل ير موحجبة ومتناقصة على / نقط تقاطع (7) مع محور الفواصل هي ثلاث ومئه حلول للعادلة 0 -(:)/ شي : 
- الدالة ل جل + موجبة ومتناقصة على / 2-.31 
ومنه الدالة 1 متناقصة على المجال / أي ان ؛ ج) حلول للمتراجخة 0 >(+)/ هي فواصل نقظط من (7) التي تقع تحت اللستغيم ذو المعادلة 
اليه “كأ جرم متناقصة على / 0 -بر ومن الشكل نجد ان :هذه الفواصل تنتمي الى المجالين [1 , 2-] و [كية , 3] 
2 ومنه مجموعة حلول امتراجحة 2(>0)/ هي :|35 , 3]لا[! ,2-]-ى 
)١‏ لتكن ‏ سابقة للعدد 0 منه ؛ 0 -()/ 
وس 0 هي حلول العادلة 0 -(2)/. ومن السؤال 1) ب) نجد ان سوايق الصفر 


هي 2- ,1 , 3. 

ب) ايجاد عدد سوابق العدد 2- 

سوابق العدد 2- هي فواصل نقط تقاطع (/) مع الستقيم ذو للعادلة 2-- بر ومن الشكل 
نلاحظ ان المستقيم ذو المعادلة 2- - بر يقطع (7) في ثلاث نقط ومعه فان عدد سوابق العدد 
2- هي خلاثة . 


تطبيى . 2 : لمجي عل ميلا ااوتواتيحات ييانيا : 5-5 


)١ 3‏ اثباتان 4. , 8 , ') على استقامة واحدة - 
1 , 8 , © على استقامة يكافئ ان : 7 و26 متوازيان 
(1, )قا ؛ (46)4,4 


ومن شروط التوازي نجد ؛ 0 <4«»1 - 4غ ! 


2111100 


امن قاف ل 
2 - , كتبالدالة / 


 /00 


7 الدرس الأول 
ومنه 48 بوازي 4 
إذن النقط 4 , 8 , © على استقامةواحدة . 
ب) ايجاد معادلة للستقيم (©1/,) 
لتكن (بر, *)/1 نقطة من (46) منه : 417 و 16 مرتبطين خطيا . 
(4بر, اجع)لاه 
من شرط توازي شعاعين نجد : 0 -(4 +:)4 -(4)2+1 بالتبسيط نجد ؛ 3-+ بر 
ج) استنتاج الحل البياني للمتزاجحة ٠‏ 3 ++ <(2)/ 
حلول المتراجحة : 3-* <(2)/, هي فواصل نقط من منحنى (2) والتي تقع فوق الستقيم 


(10/) وهذه الفواصل تنتمي الى المجالين : [1-, 2-] و [3 , 
التزاجحة : 3-+ <()ر هي : [3, 0]ل[1-,2-]-ى 20010170 


بيصت 0 


بين هوا ل تساوي دالتين إييعة 


ل #اعرظ ‏ #اعرط 
من اجل كل ؛ 18 + لدينا: |2 -|-(0)/ 5 
حتنى تكون الدالتين /. و م متساويتين يجب ان يكون لهما ذ التعريف 
ومن اجل كل : 0ع لصوو مو ريدي 10 ا 7 
من اجل كل : |2 .هه -[ع +. (4)2-2--(ج)ر 


وبالتالي من اجل كل : ]2 , - ع إسداعت 0 
ع0 بار سير ]2 ,*[ء+ : (0ه- -(0)/ أي ان الدالتين؛ / و اج غير 


إذن المجموعة التي تكون فيها الدالتين /ر و بم متساويتين هي : ] 0 + , 2] 


0 


ننه 
5 ت على الدؤال _ 


2 (2, 18-1-2-ره (8-2.2/-بر2 


ومن اجل كل . ,2 ع + لدينا : 0 ليم -زاء لأن 1(7+ع) -1 +2 تير 
ومنه الدالتين : /ر و # لهما نفس مجموعة التعريف؛ [2 , 2-)-8/ 
ومناجل كل |2 , اماع ء؛ (اع -()/ 
إذن: / و ج دالتين متساويتين ْ 
ى [3ا-#ادرط و #ادي 
بها ان + ,12 عز 22 فان الدالتين: ”ر و ج غير متساويتين . 


(3+ع(ة-) 2( 


- اذا كان : [ذ-)- اع« فإن : (5)ع - ا 0 
اذا الدالتين , : / و ج متساويتين على المجموعة (3--8/ 


0 


1 تطبيو . 00 : غجهة دارسة شفعية كل من الدالتين ‏ ++ ./4 #ييعة 


|, لتكن 72 مجموعة تعريف الدالة '/ 
- من اجل كل : 6 2-7 حت )م - ا +(ع)ر- +ع( -)ر د( اع 
ومنه الداله جم زوجية 17 


من اجل رطع رطع ع ١‏ (عا1-(ايا- ليا -(ح1 , 


وهنه الدالة 7 زوجية 

7 من جل : ,2< ء راع ع- ١‏ (اوع + +()/--غ +(« حار -(« اع 
منه الدالة ع ليست فردية و لا زوجية 
- من جل كل ,1ء: : ,ا :1- : ()!- - )يا -(-)يا -(-) 
مته الدالة / فردية 


سس سس لمي تسسا 


ل ع سس سي 000 


[عالدرس الاول ا االتتتت” 


تطبيق 3 لصا مم طادي الولى زه جه ولفانية لاا 5 


ك الحل : 
1) ااعورط من اجل كل + !!!+ فإن ؛ 7اع ب و 
م [نمار +( ايا - [لإد )حار +(د)ر/]ل+-(د) منه «ردلة زوجية 
18 -ج2 :من اجل كل : اع فإن: 1#ع4- 
و ا(د+ار-()/]- [((-))ر-()را )0 


(06-- [(ار-)/]!-- موقتع 
0 7 الدراسة اباد 


2) مناجل كل ١‏ + من 8/ لدينا: 
اليا امار 00م ل 
زر لتإئة اواك اهار 


اذن الدالة /ر هي مجموع دالتين © و م 


ونا كن يو 2ق 8 + 1(0+* ومنه . 2-18 لدينا: 
فج اقح نا افعة- ميعد|1ر 

2241 3 2 | كحت 2+1 هدع 60م 

+3 ]| +6 |١1_امسعة-‏ _+4سهة ]1 

1 جر | 0 | كحي 2+1 ع 00-2 

هه لله 


25 2222 5ك 


0 
ا يحية 


1 

ٍ 

211 0 
0 


1 
2 
2 


3 


1 1 111 : 
اله 


0 


4 
3 


1 
ا 
ل 


0: 
1 
1 
3 
48 
0 


0-000 


33 ات 
20001 


الحل : ١‏ 
1( من الشكل نالاحظ ان منتصف القطعة [,4] حيث : )0, 1" و0 , 803 تنتمي الى 


اوعس دحي د ويا حيث : (0,3)© و (2)4,3 تنتمي الى الستقيم (4) 


اذن يمكن ان يكون الستقيم (4) محور تناظر للمنحني (7) 

م لتكن (4)2,0 من اللستقيم (8) / 
لتكن : (ن , )21 نقطة من للستوي منه حسب علاقة شال لأا جات - 
احداكيتي (ب , )011 و(2., 16 و (0, 6/6 


جد و حسمت +2 در 
من المساواة : ا جار - 011) نتجد : َِ دير 


يزه 


فون اماه : ]ل +2 ع 7-7 هي ادلتى تقير العلم 


ع الدرس الأول . 
(70+1- (رع برعلا 


3+( +42( +2)- 
3+غ8-41- 2ع + بج +4 - 
12-1 د 
اذن ‏ 2-1/- -(8)ع - نز 
- مجموعة تعريف الدالة ع هي : 1! ومن اجل كل : 11ج لل فإن #لاء لو 
(/)ع -1- شي -١-‏ (/ز-) -(عا-)ع 
منه الدالة م زوجية في العلم .4.1 
اذن شعلا للستقيم (4) ذوا المعادلة : 2 - + محور تناظر ل: (,) 
التمازين من الى تتعلق باانتقال من منحنى الى آخر. 


هه نوين جد ما يديج من اج حيج واتيو يج جوج بجح درن الكت 


وتيود مويه رجاب مها حادعاا حبيا الى السنيد ند 


7 عموميات على 
مار و مسائل ا 


تمرين على مركز التناظر : 
اهو ا 
)١‏ نلاحظ ان النحنى (:) يقبل مركز | 
تناظر 4 يطلب تعينه . - 0 
2) اوحجد معادلتي تغير العلم ا 00 
3) استعمل معادلتي تغير العلم 2 


(0) على الشكل : 
():/ - ”1 ثم تحقق ان النقطة 4 
هي فعلا مركز تناظر ل: (0) 


ا 
لتكن: ٠‏ / الدالة التي متحناها البياني هو نصف الدائرة ذا للركز (2,9 5 
اللمثلة في الشكل المجاور ‏ د 
1) ارسم المنحيتات البيانية لكل من الدوال 1 
المعرفة كما يلي : 0 
) ()/--(ماع 
ب) ار -(عا)ة 
ج) اع(م)/ -()؛ 
د) (»)/|-(ماا 
ه) (-)ر -(0 


-_ 


لتكن (2) النحنى البياني للدالة ير للعرفة على 17 ي: 1- -رة- تبر - (جبار 
!) استنتج من النحنى البياني للدالة /. منحنيات الدوال للعرقة على #/ التالية 35 


()/--(مع 5 
اك 


57 الدرس الأول . 


|0)/ادضهم)ا 
د( 
2) تعرف على 1# الدالة / 
(|>|) ,«رمم 
؛ ١)بينان‏ ”2 دالة زوجية 
ب) استنتج من المنحنى البياتي للدالة 
: / المنحنى البياني لدالة “/ 
2 2 
[4 1) احسب : [فجع +ة,ى) حيث : ه و 5 عددين حقيقين 
2) بينان: 2+1 312+ 27+ + هو مريع ثلاشي حدود من الدرجة الثانية 


. 3-5 
© - / وع دالتين معرفنين كما يلي: نه - مار و لنك- رمام 


نضع + 0ع - 1 
1) اوجد مجموعة تعريف الدالة 7 ثم احسب ()/ 


2) الدالة # معرقة ب؛ خخ -(م: 


هل اللدالتين # و 7 متساويتين 


و 


© ء / و # دلتن معرهتان على 1# 2- 2د -(ه)/ . 2+ج/.-(م)ع 
1)نضع: ويم -8 عين مجموعة تعريف الدالة / ثم احسب (:)/1 
2) نضع 66/ - 6 ٠‏ عين مجموعة تعريف الدالة # ثم احسب (:)/ 
: 3) هل الدالتين » و 7 لهما نقس العبارة ؟ وهل هما متساويتان . 
ا سس لي 
8 - / دالة معرفة على المجال [ 2 , 3,5-] لع 2 
منحناها البياتي معطى فؤيالشكل ‏ |2 
ع التالي +: 
: 1) استعمل المتحنى البياني للدالة /, 
للاجابة عن الاسئلة التالية : 
)١‏ ما هي صور الاعداد : 
3,5- , 1 , 2- بالدالة ث/ر 
ب)ماهي حلول لمعادلة 0-()/ 
ج)ماهي حلول للعادلة 2 -()/ 


ا 500511111100600 


حكن وسكا جايواو 


ع جحي ا جاه كاد ددا حلذ كدر 


يجاح احدجز 


٠‏ ونيدجيد و يحيوية ويه 


2 عموفيات على الدوال 


د) ما هي حلول التراجحة 50(/ 

هه( 7 عدد حقيقي 

ناقش حسب قيم قيم 7# عدد حلول المعادلة 7 -(<)ر 

)١ )2‏ ما هي سوابق العدد 0 

ب) اوجد عدد سوابق العدد 4- 

3) لتكن النقط 4 ,8 , © من (7) فواصلها على الترتيب 3,0,1- 

)١‏ بين ان النقط 4. , 8 , © تقع على استقامة واحدة 

ب) اوحد معادلة للستقيم (48) 

ج) استنتج مما سبق الحل البياتي للمراجحة : 3-+- >(2)/ 
الس تهة للاسششت 

- / دالة معرفة كما يلي : عليي دار 

1) برهن انه من جل كل عدد حقيفقي «: 53 ؤون +2 > 1[ 

واستنتج ان / معرفة على ؟1/ 

2)) نضع ١‏ الدالة 05ج عرف الدالة جم حيث؛ « مع دار 

ب) استنتج دورا للدالة /ر 

ج) هل الدالة “ر زوجية 9 

3) باستعمال التباينة الحققاة من أجل كل ؛: 7# + : 

1 - - 051 <1 بين انه يوجد عندين © و / بحيث ؛: » <(عار < 8 

4) من -جدول تغيراث الدالة ٠‏ استنتج -جدول تغيرات الدالة /. على المجال [,0] 


- / دالة معرفة على المجال : ]ده +, 3-[ بالعبارة ؛ 2+1 


+3 


7/0 


1)) (7) للنحنى البياني الممثل للدالة / في معلم متعامد ومتجانس 0:2 
كما هو في الشكل المجاور : من النحنى اوجد العدد الحقيقي ٠ه‏ 

بعت ا ل ا 7797 مداع ركه طزك نعلا اكه بلك فيل بالق بها اا0! 
يكون: »)(2) 1 1 2 
ثم استنتج تغيرات الدالة / 

2)) اوجد عددين حقيقين 24 و م 
بحيث من اجل كل : أده +,3[عع: 


مون 
3+ +ه -(/ 


ب) استنتج اتجاه تغير الدالة / في 
المجال ]© +,3-[ 


الدرس الاول 


دي انه لحن لانو 


ان اجن حو حو حجن تحجن« الاوجوايه يح ممح رن" مج وو أيه يموكح يحض حيو 


ج) بين انه من اجل كل عدد حقيقي ]-+,3-[ء «؛ 2(42)/, 

د) ما هي المجموعة التي تمسحها 

الصورة (:)/ لما + يمسح ]ع +, 3-[ 
لعل ههه 


- ليكن -جدول تغيرات الدالة /ر للعرفة على المجال [5 , 5-] 


: من الجدول السابق اوجد جدول تغيرات الدوال التالية‎ )١ 
(|«|ار« ها , (ايد مع , (ا/-<هاه , زمارد , إلارادلمه‎ 


2) ارسم المنحنى (/) الممثل للدالة /. قي الستوي المنسوب الى معلم متعامد ومتجانس 


عاد 
0 


في نفس المعلم السابق ارسم المنحنيات الدوال العرفة سابقا . 


هه 


المعادلات و المتراجحات 


0©. حل معادلة من الدرحة النانية 


1.1 تعريف 
معادلة من الدرحجة الثانية ذات المجهول : هي كل معادلة من الشكل : : 0دع جعرط + تبته 
حيث: ,5 , ء ثلاث إعداد حقيقية معطاة و عن 
- حل المعادلة : 0 -ع + برق + 2ه هو إيجاد كل الأعداد 30 بحيث : 0ح + برط + “نت 
- نقول عن العدد ود حلاأو جذرا للمعادلة : 0 -» +عرم + به 
مثال © 
5-0-+3+ 22 معادلة من الدرجة الثانية حيث + 2 -8: 5-3 , 5-- © 
5 تلاحظ ان . 0-1 يحقق 0 5- ود3+ “2 ومنه فان 1- - رود حلا للمعادلة 
3 5-6و-مق +22 
1 .2 حل معادلة من الدرجة الثانية 
نضع؛ عجيرة + تمه -()/ حيث: 0عدء الع ,6) 
رم اولا ‏ نكتب ()/. على الشكل النموذجي 
نماان: 220 فان : (كجعق+ د أه -(/ 


يعن , ف لشدجم)- لظت ومنه ؛ مف جب +م)-0/ 


“م1117 


0 
د 
ظ 


[[ الدرس الثاني 
شك .مأ -0/ 


00 
تسمى هذه الكثابة بالشكل النموذجي ل: (<)/ر 
ثانيا : حل المعادلة ٠:‏ 0-()/ 


2 
نضع + 05-87-46 ومنه ؛ أ »)أ -(مار 
- إذا كان ؛: 0) كة فان؛: 0( جك ولدينا؛ 20 بل ++ )منه ينتج 
2 1 
0 ع +) وبالتالي المعادلة ٠‏ 0 -(+)/ ليس له حلول فْ 17 
- إذا كان : 0 - 4 فان : [طجءه -(:)/ 
0-(2)/ إذا وفقط إذا كان: 0- كه 1 :0 ١‏ 
ان : 5 *« أنك وبماان ؛ 0 ىن فان .0 - 10003 


03 
25 - * بالتالي العادلة 0-()/ لها حل وحيد مضاعف 2د 


- اذا كان؛ 4(0 قان نكتب: [5/)-4 ومنه ؛ |نلركلدا- .)مر 


.]دب .]ل 


بوضع : 506 0 دن فان : العبارة ()/ تكن كما بلي | 
(ود-بم) (د-ع)ه - )ار 


0 -(:)/ إذا وفقط إذا كان : 0 -(و -+)(:-+) ه وبماان 4:40 فان؛ 0- بد-+ أو 
0-و:-* أي ؛ د أو ود + بالتالي المعادلة ؛ 0-(2)/ر لها خلين :د ؛ يد 

0 مبرهنة 

مجع + مه د (عا/ حيث : 5+0 و 2,5 إعداد حقيقية و 4-62-46 مميز ثلاثي 


حدود ()/ 
- إذا كان : 0) 4 فان المعادلة 0 -(:)/. ليس لها حلول في 17 


سل سس # سيم | 


[2 المعادلات و المتراجحات 


- إذا كان : 4-0 فان المعادلة 0-(2)/ لها حل وحيد - ( يسمى حلا مضاعفا ) 
- إذ كان 0( هان المعادلة 0-(:)/ لها حلين ,د ؛ يد 

: دم 0 دير 
مثال © 

5 حل في 1# المعادلات التالية : 

1) مع1ا+ج جم غ2 0)2-عمجود4ثم . 3) 1-0+ج2بثر 


الحل : 
) 0عاعجودتم 2 21م اعم اءء 

موة - *5 د ذ ومنه 1-1-4-3 

بماان : 0) 4 قان للعادلة : 1-0+++2+ ليس لها حلول في // 
2 6+0-جنر 5 بتو اده 5-5 ) هدع 

عوة- 52 - ذخ منة (6-)(25-40 -4 منه ؛ 4-49 

0 ومنه المعادلة 6-0-+5 + 2 لها حلين |« ؛ 2د 

4 5-5-_ فدهب 7- - ذأه + ط- 
حفباه 722777-24 


ف وا ردقه 
منه المعادلة : 6-0-*5 + 2 لها حلين : 6- , 1 


3) 0-<ا+ع2+م ‏ اعه .2م ماءء 
عه4- *ؤ دخ منه ؛: 4-0 
بماان : 4-0 فان المعادلة ؛ 0 -1++2 +2 لهل حل وحيد 


1 3 العلاقة بين جذري معادلة من الدرجة الثانية * 


إذا كانت للعادلة : 0 -(2)/ر” حيث + +ع + تمه -() 
و 2*0 تقبل حلين + ؛: 2 فان : 
3-6 70 ا 


> يكير 


ايد ايف ددن فلح و 


2 8 


ع | قلييه- | علويفد إديدى 


ل 

الحل : 

) بماان د و يد حلين للمعادلة 0-(2)ر فان . 2-- ود+ ير 
71 


2000 1 و 7 
بتعويض قيمة ,د في الساويتين ٠‏ . --- يد+ يد. .نجد: - يد +ا 


3 9 4 
منهك ؛ ساح [عسصمه 
5 5 1 5 ود 


2) بماان 0 -()8 معادلة من الدرحة الثاتية و يد , :د حلين لها 


اي 9 
فان : 1 00-3 


بالتعويض نجد , 1- -2- و 6--©5 
41 
منه ينتج : 5-١‏ و 606--<ه 
وبالتالي : +6 -جم + 7 -(2)ع يتعويض قيمة © نجد : (6-+ + 22 -()ع 
سي سمه 


9 ايل وإشارة ثلاثي حدود 


2 تحليل ثلاثي الحدود 


ليكن 0)/ ثلاثي حدود معرف بالعبارة : ع جعط + تحه -(2)/ 

حيث: 0+ و 5م وء إعداد حقيقية وليكن 4 مميز لمعادلة : 0 -(2)/ 

- إذا كان : 0) 35 فان : ()/ لا يتحلل إلى حداء عوامل 

- إذا كان : 0 (45 فان : 0 -(2)/ لها حلين مختلفين د , بد .وبالتالي : 

دلي اي ترايت ميس ست سس ]| ع ع م ه 


اك . اا 


ره المعادلات و المتراجهات 


(يد-ع)(د-ع)ه-(ما/ 


- إذا كان 1-0 فإن للعادلة 0 -()/ لها حل مضاعف ؛: د بهد 


2 
وعليه من اجل كل +« هن 1[ : (+»]ه-(/ 


مثال © 
: وردم بتو دمر ؛ 27ججوطا+ ةماع 
3 - حلل ()/ و ()ج إلى حداء عامل ٠‏ 


» الحل : 


1) تحليل (2)/ 
عو4ة- 4-82 منه 4-81 
0 ومنه للعادلة 0-(2)/ لها حلين: ين , :د حيث ؛ 


2) تحليل (8)2 
324-3240 -(6(67 4-:18ع4 
4-0 ومنة للغادلة : 0-(2)0 لها مضاعف 4د 


و قلت شح بالتالي, '(3 +6 3-()م 


2. 2 إشارة ثلاتي الحدود 

0)/ر كلاثي حدود معرقف كما يلي : ع جبوط + تنه -()/ حيث. 220 و 5.ء عددين 
حقيقيين و 4 مميز 60-0 ' . 

- إذا كان : 0 ) 4 فان إشارة (:)/ هي نفس إشارة © من اجل كل عدد حقيقي * 

إذا كان ؛ 4-0 فان إشارة (2)/ هي نفس إشارة م من اجل كل عدد حقيقي + يختلف 
عن ع 

- إذا كان : 10 فان إشارة (:)7 هي نفس إشارة خارج الجذرين وعكس إشارة » داخل 
الجذرين . 

ا م 


[2)الدرس الثاني 


3 الاخبات 
الشكل النموذجي ل: (2)/ هو : حت [بلي+») لمر 


2 
إذا كان 45)0 فإن العدد أ م موجب تماما وعليه فان إشارة (<)/ من إشارة 
العدد ه م ناجل كل + من "17. 
-إذا كان : 4-0 فان أشازة (:)/. هي من إشارة العدد 4 من اجل كل دعم 
- إذا كان : 410 فان ١‏ (و« - جلإند- باه - زيار 
(1/. هو جداء ثلاث عوامل الأول > وهو نابت و العاملين الآخرين هما ثناني حد من الدرحجة 
الأولى واللذان نستطيع تعيين إشارتهما من اجل كل 
نفرض ان : 2د) ند 
نلخص إشارة (2)/. في الجدول التالي ؛ 


مثال © 
0 عبن إشارة ثلاثي الحدود (:)/ر حيث . 8++5 + 3:2 -()/ 
“ الل : 


121 -(3(6-)8252-4 
4130 ومته المعادلة : 0-0 لها حلين مختلفين » 


(2)/ سالب تمامالما “د ينتمي إلى المجموعة : .دن |8د.ه-| و(2)/ موجب 


تمامالما تنتمي اك ]4-1[ 


2 حل متراجحة من الدرجة الثانية 

- نسمي متراجحة من الدرحبة الثانية كل مراجحة من الشكل , 

0) جعرط+ تع اوء 0 دع ججط + تجم أوء 0 (عججرق + تم أو ؛ 0 <ء جيرة + نبو 
حيث : 1+0 و 5 و © عددان حقيقيان . 

- حل المتزاجحة ٠‏ 0) +88 + 512 يعني تعيين الإعداد الحقيقية + التي تجعل : 

0 ) م جبرط + ثبي ومن اجل ذلك نعين إشارة ثلاثي الحدود : ع جعزط + ين 


مثال »© 
- حل في 1# المتراجحات التالية : 
0015 عمجتس . 7(0)2ججة+ 22 . 3) 0< لوجع + تر3- 


1+ بسبتر غ, 3--4-ادنم 
0 بالتالي ثلاثي الحدود ( 1++7*) ليس له جذور وإشارته من إشارة ه (1-م) 
إذن من اجل كل + من 7# : 0 (1+: + 2 وبالتالي مجموعة حلول المتراجحة + 
0) ++ +ع هي : م 

2) 7(0++22 , (4()2(07)-1-9 ومنه؛ 8-47 
0 بالتالي ثلاثي الحدود ( 7+:22+3) ليس له جذور وإشارته من نفس شارة © 
(2+-0) أي ؛:موجبة 
إذن :من اجل كل + من #ل: 7(0++2:2+3 

وبالتالي مجموعة حلول المراجحة : 0 (7++2:2+3 هي 17 2 + 

3) 0< وجمه + *3- , (3(9-)4-36-4 منه؛ 144دذ 
0 ومنه ثلائي الحدود : ( 9++3:2+6-) له جذرين 1--,: و 3- :د وإشارة 
(و+ءم + تمة-) مدونة في الجدول التالي : 


ب 0 
:775:37 :100001120 50010095313 21 


ل ل م ا 


[ الدرس الثاني 1 اا لش سس 


ا نستنتج أن مجموعة قيم + التي من أجلها يكون 0<++6 +3:2- 5 خلاصة 0 

هي [3 .1- 1 دجنف 0 .4.7 

و بالتالي مجموعة حلول للتراجحة : 0< 6+9 ++3- في : [3, 1-]- د النحى (7) هو قطع مكافئ لان معادلته من الشكل ةل هد ا 
الا 1 - في حالة ٠‏ 0 (© فان القطع المكاهئ (7) مشدود نحو الأعلى 


© - ثلاثي الحدود من الدرجة الثانية والقطع المكافئ 

الهدف من هذه الفقرة هو تبيان ان التمثيل البياني لدالة ثلاثي الحدود من الدرجة الثانية هو 
عبارة عن قطع مكافئ . 1 

ليكن (2,) التمنيل البياني للدالة عر المعرهة بالشكل ١‏ ء+ءة + عه -(2)/ و 0+ه. 

معادلة (/) في العلم [0.7.2) هي .(2)/ - بر بكتابة ()/ على الشكل النموذجي نجد ؛ 
موحد يدي ل 

ام 4 

+ »)جيه +« 

بوضع معد و غير - 1 تصبح هذه العادلة من الشكل : تم 

. ييعن | لت 22 )/, نقطة من للستوي في العلم :0.7 للتبحث عن معادلة (7) في للعلم 
0 4 ولتكن 17 نقطة كيفية من الستوي إحدائياتها (بز , +) في للعلم :0,7 


هد ها وإ 5 )ا 
و (, ]1) في العلم 1 4 حسب علاقة شال نجد ٠:‏ 411 +0- 034 


رح شد دج د جه 
ومنه نستنتج 5-8 ومنة نستنتج : 4 
+ خسير 72-7 


- معادلة للتحى (2) فق للم ل :0.7) هي » "حل +ع )و - يه + 


و باستعمال معادلات تغير معلم نجد : 2ن - 1 وهذه الأخيرة تمثل معادلة (2) ف المعلم 


.).7.3( 


للبيييييي يي ب ب ببإ ييه 


- في حالة ٠‏ 0) © فان القطع للكافئ (//) مشدود نحو الأسفل 
04 2 
- الستقيم ذوا اللعادلة : 3-27 هو محور تناظر للمنحى (,7) 
- في حالة 0 الدالة : ع عبرم + جم جرد: /ر لها قيمة حدية صغرى من اجل : 


2 


- في حالة : 0 )61 الدالة + خ عوط + تن جرعر: و لها قيمة حدية عظمى من اجل : -- -*. 


8 7 قع- عدد نقطتقا (,) مع محور الفواصل وإشارة © بفضلها نعرف 
- إشارة 
إشارة 4 تعطيئا فكرة عن طع ومن اجل ذلك نميز الحالات الثلاثة التالية : 


هل النحى (,) مشدود نحو الأعلى أو نحو الأسفل 
5 الحالة الأولى 0 (4 


31 
0 


5 


1 


(2 المعادلات و المتراججاخ_ . 
2) كتابة معادلة (,) على الشكل : "( +ع)ن - » +بز بوضع ؛ (:)/ بر نجد : 
2 2 
للا منكه د [3ج ]هدر أي + [شجء - لك در بالتالي ٠:‏ 


4 


1 1 


00 


1 
ا 


ومنه إحدائيتي النقطة /: هي : ضع في العلم [6:7.2) وتحصلنا عليها بوضع: 


0 


3 
0-لدبير .و و د 
١‏ 3 _ 49 
3) معادلات تغير معلم شي : و اند ولاخ جر 
وباستعمال هذا التغير تصبح معادلة (7) على الشكل ؛ 2/2 < ا 


0 00 
في العلم 2 4 1016 قات 00000 
. له 2 58 37 


4) حل بيانيا للزاجحة ٠‏ 1):(50/ 
حلول المنزاجحة : 0 5()/ هي : 
فواصل نقط من اللنحني (7) التي نقع 
تحت الستقيم ذو المعادلة : 0 - تر ومن 
3 الشكل نجد ان هذه القواصل تنتمي إلى 


ٌ 
1 
» الخل : 


١ كتابة (:)/ على الشكل النموذجي © - المعادلات الصماء‎ )١ 
0 مثال و[‎ 
: للستوي مزود بمعلم متعامد متجانس 2 9 01 المنحى البياني للدالة‎ 5 0 11272 


: بل جب+د:/ . 17 نقطة من (<) فاصلتها + والنقطاة 7 مسقطها العمودي 


على محور الفواصل: / عدد حقيقي معطى 
7 هل توجد نقط 11 بخيث . 08-2711 ؟ 


ُ 
5 


الدرس الثاني | المعادلات و المتراجحات 


نحل هذه للسألة حسابيا من اجل 1 -/ ثم نحلها بيانيا في الحالة العامة أي من اجل 


للعادلة (/5) تكتب على الشكل : لج [-برل, 


تا( ص بس جناي لجع 

* 1إلتكن (بر.ع) احداثيا التقطة 11 , 0 ل الس ا ا بي -(1-)) 

2 م الساواة : شع [1-ير 0 2 0 

2 - تحققان: 1-+/ دير و 0<بر و1 حديحة : 5 0م 2 

2) استنتج ان حل هذه امسألة يؤول إلى حل العادلة : (1.......)8 -1- ع2 +ع 5 اول ١‏ 

المعادلة (7) تسمى معادلة صماء لأنها تحتوي على جذر وهذا الجذر لا يمكن المعادلة : (لك)-(-م تكثب على الشكل : 0-(1-)- [لج) وبإخراج (1-) 

5 -5 5000 0 7 

1 3) من اجل : 1-/ حل المعادلة (5) جبريا ثم ماذا نستنتج عن وحود النقظة 14 كعامل مشترك نجد : 0 -[دلجة | -) بالتبسيط نجد :0 -(كجة 1-) ومنه 

4) حل بيانيا للعادلة (2) من اجل أي قيمة للعدد / نستنتج : 1-+ أو: 5-* وبماأن: 1<1 و 5<1 فإن العادلة 1 آو5 
كا : وبالتالي توجد نقطتين : (0, 24,0 و (2. ك)راة من (2) بحيث -١ ١‏ 0-214 

اغل:: 4) حل بيانيا العادلة (2) 


' 0 َ 0 ا 
1) بم ئن النقظة (ر, )1 تتثمي إلى (7) ان » (6)/ - بر المعادلة (:) تكتب على الشكل ./:-١‏ - 75> وهذه العادلة يكون لها معنى إذا وفشط 


أي : 1- جا ع بز وحتى يكون الجذر معرف يجب ان يكون : 0 <1-+ أي : 1< 
2) وبماآن 1-+/. نر فان 0<بر 

بما أن :م المسقط العمودي للنقطة 147 على 

59 ) فان: هبد - مر -+ و 0- ونر 10 


إن كان , 0< نج و 1<0-ه قي /<* لراك ارب سي با ته 


عو اا دنا 
وضمن هذا الشرط للساواة : 2-1 - كد | 201 


جد سس حععل. -.-١‏ يت 


'(ور-مرا+ (مد- مما /, - من 
*(0-0)+ ت(0-م) .م0 
0 0 


2-2 ايه 

#(0-مر)+ دعل - يلم 
|د]ء ثرل. - يدم 

وبما ان : 0 خثر فإن » / - | نر | ومنه برع 1زم اي : ١-جع/.-‏ )زم 

إذن للعادلة : ! - 07-2174 تكتب على الشكل: (1).../-1-/20-+ 

إذن وحود النقطة /1 يتعلق بوجود حلول للمعادلة (:1) 

3) حل المعادلة (2) من اجل 1-/ 

للعادلة (2) تصبح كما يلي : 1-1-</:2- 

(58).........اء ا-ع«ل2-ع 

000110000001011 010000 


“لتتك515ة1ة1 هه 80د ددد4+77+/4+/55>4 


وبالتبسيط نجد : 
()......4-0+*اججز2 +])2-2ر 
مميز للعادلة (82) هو : /4-16 
إذن إذا كان ؛ 0)/ فإن للعادلة (82) 
ليس لها حلول وبالثالي النقطة 41 غير ا 
موجودة ؛ وعليه النقطة 4/ موحودة في 3 . 
حالة 2<0. . الاك 
حلول للعادلة (:) هي فواصل نقط تقاطع النحني 


جه 
ُ 1 هد فنا شان في نقطة (1 , )14 


- لما 1</(0 فإن : (,) يقطع (2) في نقطتين مختلفتين 
- ما 1(/ فإن المنحى (,) يقطع (,8) في نقطة وحيدة . 


0001/2 وحم عدر بعكم 
للعادلة (8) لهامعتىإذاكان ‏ | ٠‏ 0 ا إؤسيهي | 


4<0-: اي + 4 <دع 
لحل المعادلة (5) ندرس إشارة (5-*) على المجال : ]+ , 4] 


. إذا كان ؛: 4 <+ (5 فإنَ 5-* سالب و 0( 4-+/. ومنه لمعادلة (5) ليس لها حلول‎ )١ 
: إذا كان ؛ 5< : فإن: 5<0-+ و 0< 4-:/+ ومنه المعادلة (2) تصبح كما يلي‎ )2 
02 -112+29-0 بالتبسيط نجد ؛ 4-+-25++ 2-10 أي ؛.‎ )+-4(-)-35(“ 
121-116-5-(112-4)1()29-ةق‎ 
ومنه المعادلة : 29-0 + 2-1 لها حلين ؛ د , يعد‎ 0 


1 3 
حيث ؛: هه و كلجا يز 


بماآن 5) :< فان : :< مرفوض وبما ان: 5< ,2 فان د مقبول وبالتالي مجموعة حلول 
المعادلة (5) هي : |كلتجنا], 


سس هه ستسسيت 


©. معادلات ومتراححات مضاعفة الث بيع 
1.5 معادلات مضاعفة التربيع 
نسمي معادلة مضاعفة التربيع كل معادلة من الشكل ؛ 0 عن + ترز + أبن 


حيث : 1+0 و 5 و ء عدادا ن حقيقيان . 


مثال © 
5 كل من امعادلات التالية : 


0 


0سا يوخي , تكد , 0ع4+ 2 , 0- تم وي ثبو 1 - 
1 هي معادلات مضاعفة التربيع . 


-5 


[2 المعادلات و المتراجمات 


5 حل معادلة مضاعفة التربيع 

مثال 60 

'” لتكن العادلة : (0...)4 -م + تيرم + ثجه حيث؛: 0ه 

© 1) بوضع؛ 2+ ؛ بين ان للعادلة (5) تكتب على الشكل : ('0.....)5 -ع + اط + 3)و 
5 2) بين انه إذا كان مد حلا للمعادلة (5) فان للعادلة 20 - )ا 

7 هو حلا للمعادلة ('5) وبالعكس 

7 3) بين انه إذا كان : حلا موجب للمعادلة (2) فان المعادلة (:) لها حلين 


7 د و ود يد . 


[) بماان 2+ -: فان: 4 - 2) ومته اع +از+ وس + ترط +دثين 
ومنه للعادلة ٠‏ 0 -ع + 2برث + “بره تكتب على الشكل : 0-ء +/اة + إن 
2) إذا كان ود خلا للمعادلة (8) فان : 0ع + “ورط+ "مجن 
لكن ١‏ ع +ماة + رات -ع + “روط + “ونه ومنه : 0ع + رإز + 0ث/ه أي ١‏ ) حلا للمعادلة : 
0ع + يط+ يع 
وبالعكس ,؛ حلا للمعادلة ('5) تَعْن ان ؛ 0 دع + واط+ مله 
ولكن : ع[ تورأنا + [ توبك -ء + واط + مةزع 
+ “رط + “ته - 
وبماان: 0-ع+8/0 + 2ه فان: 20م + ونث + أهته و منه : ند حلا للمعادلة (2) 
3) بما أن : / حلا للمعادلة ('5) فان للعادلة : © - 0 لها حلين هما : 


مده و اددع 
لاحظ 2 -,؛ تكتب على الشكل ؛ (0/) - ثر 
مثال © 


:: - حل ف #/ للعادلتين التاليتين : 
2 1( )25 يه 4-0+ث2جم؟ة-ثع 
1 2( (ك 00 24-162-18-0 


1) بوضع 2 -+؛ لمعادلة : (:) تكتب على الشكل ٠‏ (():........0 -4 +/5- :/ مع : 0< 


عم ا ” 


مميز المعادلة : 20 هو : 9دق 
بما أن ء 0( فان المعادلة (57) لها حلين : 6 , 4 


2-0 5-3 
حيث ؛ 4ج وار 1عي د م 


- الحالة الأولى : 2-4 
2 يكافئ 2-4 
يكافئ: (2 -6) او ؛ (2--+) 
- الحالة الثانية : 1-/ 
2-4 يكافئ : 2-1 
- تيكاشئ : (1-+) أو (1-م) 
ومنه مجموعة حلول للعادلة (/5) هي : [2- , 2 , 1 , 1-]<ر5 
2) بوضع . 7+ اللمعادلة (8) تصبح كما يلي : 
(:18-0......)5-:2/2-16 
مميز (:2) هو ؛ 4-400 
0 ومنه لمعادلة : (55) لها حلين: 4 . 4 حيث : 


0-9 و1-تة” 
بما أن . 4(0 فإن: 4 مرفوض و ٠‏ مقبول 
2 كافئ 2-9 320 

تكافئ 3< اأو: 3--+ 


ومنه مجموعة حلول لمعادلة (:4) هي ؛ ( 3-, 3] - يد 
5 خل متراجخة مضاعفة التربيع 


مثال © 
3 لنعتبر المازاجحة الثالية : (0.......)2> 6 + 82- 2:4 
- حل في 1# للتراجحة (8) ١‏ 


الحل : 
لحل التراجحة (2) نعين إشارة العبارة , ( 82+6-*2:4) ثم تحند مجموعة فيم + التي 
تحقق (8) . 
ولتعين إشارة ( 8+2+6- “2) لابد معرفة حلول العادلة ؛ (0.......)5 82+62 24 . 
- بوضع : / - 3+ المعادلة (5) تصبح كما يلي : ("2/2-81+6-0........)2 
مميز لمعادلة ؛ (*5) هو 8-16. 
40 ومنه المعادلة (27) لها حلين هما 3- و 1-؛ 

ع ا 000 


آدّّ المعادلات و المتراجحات 


- م ناجل -/ نجداء 2-0 أي: 2-3 ومنه ؛ 3/ + او: 3/ دع 
- من اجل : 0-1 تجد: 1- 2د أي: 1د ومنه 1-+ أو 1--* 
مدوم علول تالف 08 عي [ 37 102-0) 

لدينا : (/-22-8+6-2)1-1()1 

ومنه ؛ (1١-6-2)2-3(]2ب+تة-‏ كيد 

إشارة (8+2+6- 2:4) هي إشارة الجداء (2-3()62-1ه) . 

والجدول التالي يلخص إشارة الجداء 


من الجدول السابق نستنتج ان : 6>0+*87-*+2 إذا وفقط إذا كان + ينتمي إلى : 
[1- , ]نا[ قل 1 
ومته مجموعة حلول لمتراجحة (:5) 10 2 1 لا[ا- 5 5-]ء+ 


1) من المساواة : 1--2 نجد. 2+1 -+ يتعويض عبارة + ف العبارة (1012+8-*0) تجد 
8+ ة(+10)2- أ(ا+ )2 -ق+ 2-10 
8ج[ + 22 + 2ج]10-[ل+ 42 +22 + 2ه + 224 - 
1222+872-1022-207-10+8+ 22"1+8273 - 
222-1227 + 827 + 2277 ع 


آ آ م 7 


إذا للغادلة , 102+8-0- 2:4 تكافئ ؛: 12-1220 تييوب ازج 


فان 2 حلا ل ؛ (5) والعكس صحيح 

2) - حل للعادلة (8) 

بوضع +- ** المعادلة (2/) تكتب على الشكل : 0 -8+/2/2-10 
مميزللمعادلة : 8-0++2/2-101 هو ؛ 36-(4-102-4)2(6 
0 ومنه المعادلة : 8-0+/22-10 لها حلين : 74 2119 
-إذا كان : ؛<؛ 

12-4 إذا وفقط إنا كان (2 -:) أو (2--) 

- إذا كان ؛: ١‏ - / 

)+--1( إذا وفقط إذا كان ؛ (2-1) أو‎ 2-١ 

ومنه مجموعة حلول للعادلة (8) هي : [2- , 1- , 2 , 1] -ى 
+ استنتاج حلول المعادلة (57) 

لدينا ٠‏ 1-+- 7 إذن 

- إذا كان : 1-+ فان 2-0 

- إذا كان : 2 - فان : 221 

- إذا كان ؛ 1--+ فان : 2-2-2 

- إذا كان : 2- -+ فان : 3-- 2 


بالتالي مجموعة حلول المعادلة (5) هي ؛ [3- , 2- , 1 , 0]-/, 


عه بست 


ومنه للعادلتين: (ع) و (47) متكافنتين ايان إذا كان يد حلا ل : () 


1ل بو ا 
45-16 - 36,/6- 18/6 +45 - 
(2.-3:/5- (2/6-إ9- 

منه : [2/. - 3/3 - ذل 


0 ومنه المعادلة لها حلين ١‏ 0 , |2 حيت»: 
75 5د - قولخ قاة 2م 3 لده قله سدقلا ,, 
روجو حيط ورد سف عن 5 ,2]د5 


قَ 8 925 م + كك -025+6- - (ه)-()ه- *(0,5)-4 
0 (4 ومنه العادلة المعطاة لها حلين : مد . إد حيث ؛ 


3 -05- 0 
ل كي فقك - ود 0 3 ته 0 
ومنه مجموعة حلول للعادلة للعطاة شي : قد اديه 
0-<71-8- 1 


1 -(3-()4-(7-) د 


(2 الدرس الثاني 
0 ومنه العادلة المعطاة لها حلين هما : :1 , 1 
نوسي واي اا نومار 
حيث: 8 3 1 1-5 5 ا 


ومنه مجموعة حلول المعادلة المعطاة هي : [ 8 , 21] 2 رى 


سس ا 


تطبيى . ©: مهن حل معادلة من الدرجبة الثانية بمعرفة احد خليها #اجة 


5 


00 


الخل : 
0 0- 8-10+2- 2<4-10+2 -2 +(3)2 - '(2)2 
منه العدد 2 هو جذرا للمعادلة (2) 
2 ليكن؛ إد, ودجذري العادلة (6) منه , 2 - رد+ ود و 2 - ,ود ند حيث: 5-2 و 
52-5 و2-ه ومنكه: 3د د + ود و 1ن رد 
5 استئتاج الجذر الثاني : 
3 5 ع ب عد #7 
لديتا : 3د ودجو ومنه : ود- كد رد وبالتعويض نجد : 2-2-4دو . 
© | ام 


الحل : 


١ 1‏ جذرا للمعادلة (:/) هذا معنادان: 1+3-0<: + *! بالتبسيط تجد ؛ 4-0 +7 
أي ١‏ 4ف د م 


007 


[ت المعادلات و المتراجحات 


2) من أجل 4ه--م نرمز ب ء 0د , :د لجذري العادلة (8) مته : لد يدود 
وبتعويض ه و 5 نجد :+ 4<-:د+0د 
قا و- ادوع ركد وو شتد ور 
إذن في حالة : 4- -7 المعادلة (6) لها حلين هماء ١‏ و3 

20 


تطنية . ©: حل معادلة الدرجة الثانية و سيطية التعة 


الحل : 

1) حتى تقبل العادلة (5) جذر مضاعف يجب ان يكون ؛ 4-0 . 
“(ه-م)- قاعم ةق م عزم-(2-)4-:(سص)دذ 
4-0 إذا وفقط إذا كان :: 0 - “(4 -) أي : 0-4-0 ومنئه ٠‏ 7-4 
وف هذه الحالة الجذر الضاعف هو : د 


10 ار الل 1 252 
بالتعويض قيمة + و 5 نجد؛ 2-1 حم لد د رد 


2( حتى تقبل المعادلة (6) -جذرين مختلفين في الإشارة يجب ان يكون : 4(0 و 0 ) 2 
060 إذا وفقط إذاء 4(*(0-) أي. 4م 7 
0) © إناوفقط إذا كان: 0 ) 2 اي 2-7(0 ومنة:7)2 
4عد” و7)29 تكافئ 8 2 ه-[ء بم 
ومنه مجموعة قيم ” اللطلوبة هي : ] 2, -[ 
و حتى تقبل العادلة (8) حبدرين موجبين يجب ان يكون: 0( و 42(0- و0( 
0( ككافن : (4.........)1قع م 


! ا[ المعادلات و المتراجحات 
از .الل زلاا2000000000000010001. سس - . 


6 ( ش- تعاهى (6) .0 )77 نضع : ع منه نجد : © ه#- وه و اع زواع ه-ك حيث؛: 2+0 
من (1 ) و (2) و (3) نستنتج أنه لا توجد أي قيمة ل ٠‏ 77 تحقق الشروط الثالثة السابقة المعادلة , 0 - “ + عم + 42 تكتب على الشكل : 0عع و جبرط به:+ة سه ه 
ومنه مجموعة قيم 7 هي : // أي ان : المعادلة (5) لا تقبل جذرين موجبين معا قف 0-(ع جو + تمه أه وبماان ٠‏ 0ع » فان ١‏ 0ع جمرط + تبره 
5 حت قبل تمادلة الس ا إذن إذا كان : مد , زد حلان للمغادلة ؛ 0عء +جة + نجه و »4-4-4-2 فإن : 

0 و 260 و 610 ند , د كذلك حلين للمعادلة : 0-0 +جدة + ده 
4:0 تكافئ . 4غ رد ١‏ 5 

5 ج) المعادلتان لهما تفس الحلول إذا وشقط إذا كان : 
0) - تكافئ ؛ 7(0 وده لالس لوث الى 
3 م م (7+#/)- 3 7م 3 

الدم . 71 

5 جاء لشطن! 00 تكافئ : 7+ 3+3 تكافئ 1-2« 
و منه مجموعة قيم 7 الني تحقق الشروط الثلاثة هي ؛ ] + , 4[لا]4 , 2[ 0 

ةد اله ف نكافئ, «--3-3 تكافئ 7-3 


إذا حتى يكون للمعادلتين (1) و (2) نفس الحلول يجب ان يكون : 2 - :7 و 7-3 
- مناجل +٠3-م‏ و 23م 
المعادلة (2) تصبح كما يلي : 3-0-+9-*3 

45-81-4)3()-3( -81+36 121 


60 العو 0 ادر تجن 9-11 
ال وي ا د عرو م ا 


لا “لتكت 


1) نغرض ان لمعادلتين : (5) و (6) لهما نفس الحلين 0ذ , ,: بالتالي فان ؛ 
د :2 لهت 
--- بد+ود ومن جهة اخرى . 7 - ++ كذلك د 0 2 دود 


ا ا ا 4 3 
و عليه ينتج : 01 5 2 نجد 0 و 2 
هت < .شيم 
منه ينتج : 2-7 و دعت , 
3 , 3 2 : 01 3-6 ندة-(2)/ر 
- نغرض ان : 2-0 وأن للعادلة 0-ع+جة + 7م لها حلين : 0< , بد '' 6761-0-6 -4-9 ١‏ 


0( ومنه (2)/ر له جذرين هما : :د . د حيت: 0-2 : 1--يد 


و نبين أن اللعادلة + 0 - © +:8 +42 لها نفس الحلول ؛ رند , 26 


ا ل سابد 


منه ؛ (1+ع)(2-)0-3)/ 
- إشارة ()/ مدونة في الجدول التالي : 


مد 200 - مكف ارون ماري ما 
0 0 20 : 
ب) 18-ع- شه -()/ 


9 -(18-) (1-4)4-كى 

0 قمنة: (0/ له جكرين أهماء ين ١‏ حت د اشوا 
فته (2+) [3-م)4 70-2 

- إشارة ()/. مدونة.في الجدول التالي : 


ج) 26-عدد- جه -(م)/ 

(26 -)(4)2 - (24)-4 منه ؛ 4-176+208 منه؛ 4-784 

0 ومنه (:)/ له جذرين هما ود . :د حيث : 

3- المملت دود . + فقحلك بم وبالتالي : (13 -ع)(ا+ع) 2 دار 
- إشارة 0 مدونة في الجدول التالي : 


كال 9ن ل ا 
777 اللا سا كذ موت مي 3 اواك 
حل للمتراجحة : 2()0)/ 


)١‏ حالة : 6-+3- 3:2 -(»)/ : من جدول إشارة (:)/ نستنتج أن مجموعة قيم : + التي 
تحقق؛ 0)()/ هيء ]2 .1-[ 
ب) حالة : 18-ع+ *يه <-(جار 
من جدول إشارة (:)/ نستنتج ان مجموعة قيم + التي تحقق 0)(:)/ هي 
لذ ١‏ 2-[. 
ج) حالة . 2:2-242-26 -(2)/ 


ا (:)/ نستنتج أن مجموعة قيم + التي تحقق ؛ 0) (:)/. هي ؛ 
ا 


َك الدرس الثاني 


الشكل (2) الشكل (3) 
5 الحالة الأول : 
في الشكل ( )١‏ النحنى مشدود نحو الأعلى وبالتالي إشارة © موجبة تماما ويما ان 
النحى (7) يقطع ( +) في نقطتين فإن : 0 (4 
- في الشكل (2) النحى مشدود نحو الأعلى وبالتالي إشارة ‏ موجبة وبما أن النحى (/) 
يقطع مرة واحدة(/+ +) فإن : + 8-0 
- في الشكل (5) النحى مشدود نحو الأعلى وبالتالي إشارة © موجبة وبما ان (7) لا يقطع 
( ») فإن: 4)0 
ككككتكثكثثا 1 


الدرس الثاني 


في الشكل (1) المنحى (/7) مشدود نحو الأسفل وبالتالي إشارة + سالبة وبما أن (7) يقطع 
(< , +) في نقطتين فإن: 0( 4 


- في الشكل (2) المنحى (/7) مشدود نحو الأسفل بالتالي إشارة © سالبة وبما ان (7) يقطع 
(/د )في نقطة واحدة فإن ٠:‏ 8-0 


- في الشكل : (3) المنحى (7) مشدود نحو الأسفل بالتالي 0) + وبما ان (2) لا يقطع : ('< >) 
فإن : 0) 4 ١‏ 


2 


تطبيق . ©: ١‏ لمم حل متراجحات بيانيا اعد 
7 ويم أ لات الثالية اعظ ميب ببجم7جبب بابب 


حلول للمتراجحة 0> (:)/ر هي فواصل نقط من (/) التي تقع تحت المستقيم ذوا لمعادلة 
0-مرء ومن الشكل نجد أن هذه الفواصل تنتمي إلى ] 5+ , 2] لا [ 5.0[ بالتالي 
مجموعة حلول للمتزاجحة : 0> (:)/ هي : ] هه +, 2] لا [0.-[ - رد 


يم حلول المتزاجحة 0> ()/. هي فواصل نقط من (7) التي تقع تحت الستقيم ذوالمعادلة 
0 بر ومن الشكل نجد ان هذه القواصل تنتمي إلى [ 2 , 0] وبالتالي مجموعة حلول 
المتزاجحة 0> ()/ هي [2, 0]ديه 


و, حلول للتراجحة 0 ( (2)/ هي فواصل نقط تقاطع (7) مع (/3 <) »ومن الشكل نجدان 
هذه الفواصل تنتمي إلى 18 ومنه مجموعة حلول لمنزاجحة : 0 ( (<)/ هي : 18 . 
ساسيه اسشمتك ١‏ 


ا““لاكا““كتك)>4 .0 


المعادلات و المتراجحات 


نط 2014« لمضة حل معادلات ناطقة إلؤعة 


7-- ١ 201 


0 32-5 +ث2ر 
1( زم 20115 لد سوج دجوا 


لكي يكون للمعادلة (5) معنى يجب ان يكون : 270+ آي : 2-* ومته الحلول ان 
وجدت فهي من المجموعة [2-)-/ 


العادلة (5) تكتب على الشكل ٠‏ ل مدعف 


3 2+ 
| 2 ](2+-(ة- عدم 
بتو حيد المقامات نجد : 0ع 2+7 
و-+ 5ك 
بالتبسيط نجد : (0....8---28 


4+2 


للعادلة : (:) تعافئ : 3-0- 2+3 و (8-1-2اع» 
2 
مميز العادلة : 3-0-م 2+ 2+ 53 (19)-190-ى ومنه العادلة : 


3-6- ب ا 


بماان: 2-+ ود و 4-2 فإن مجموعة حلول للعادلة (5) هي : ( 1, 9-) 


٠. 
2+2 2+1 9 5 
2-1 5-22 به‎ (2 


للعادلة (6) لها معنىإذا وفقط ذا : 2-10 و 20 ++ أي 1و 2س عم 
ومنه حلول المعادلة ("/) ان وجدت فهي من المجموعة , [ 2-, 1]-/1 
9 3++3+3# 


بالتبسيط نجد : 1 (2+(1- 


0 


8 الدرس الثاني 


ومنه ينتج ؛: 30+ 30+ 22 30-(2 ++)(1-)39 

بالتبسيط نجد ؛ 0 -108-+9+ 2برو 

ومميز هذه المعادلة هو : 4-3909 

بماأن: 4(0 فإن لمعادلة : 108-0 - 9+ 9:7 لها حلين زد, بد 


. ذلة؟و- ذال 
الرو سا ١‏ ل ل ١‏ اكت 


2 


1) العادلة (:/) تكتب على الشكل التالي : 
اع عمتم) 4[ لعلء+ )| د مف ترف تإرجعرء) 


) 2-2,د ادى4-تزابرا)ء 


إذن ٠‏ (80):.::: 2-3-0 
العادلة (/5) لها حلين هما : 0 , 2 


02( حل لمعادلة : > -()0) 


- من اجل 0- 2ه 
المعادلة : 0 -(5/)2 هي ؛ 0 -+ + 7: وحلي هذه العادلة هما : 1- و 0 
- من اجل ١‏ 2< 
الراك العادلة : 2 -(:)/) هي 2 - + + 7< وتكتب على الشكل : 0 -2 -* + 7: وحلي هذه المعادلة 
ههااو2-. ١‏ 
0 () »:- (()») -(()ماع 


ل سات 


(د+ )2 ة(مجتماء 
لالع + )هنزعبت)2 + ([عبتماء 
ا( +ت)ه-إرجلى+ )2 +ة(ء+ت)]- 
(عار- ال(عجبم)ه- جع +تم)- 
ب) حل المعادلة 0 -() /. يؤول إلى حل المعادلة 0  [(-‏ ) ::) م ومن السؤال الأول وحبدنا 
الحلول » التي تحقق 0 -(2) # ومن السؤال الثاني عينا كل قبم « بحيث؛: > -() » 
التي هي حلول العادلة ٠‏ 0 -(*)/, ومنه نستنتج أن مجموعة حلول العادلة 0 -(5)/. هي ؛ 
وت المع وها 
لاا ا سه 


]ج١001‏ ا وري اال يي 900 15 يل يما ا ويا وت 


| 2) 5-: قرة -()/ر 
9 3) 2-202+ع2/2+ت 2-- هار 

.عله مارين و مسائل ٍْ 
حل في 7# للعادلات التالية : 


1) خلل كثير الحدود ()/ إلى جداء غوامل ثم عين إشارثه 
2) حل في */ المتراجحات التالية : 0 > (2)/ ,0 (()ر. 

1( 3./2-0-«[ 2ل +1) 3+ تيو 

2) 004-0 رمن ترد 


5-8 


1) حل في #/ امتراجحتين : 
(.. 0( 2+3+2 


- | واو لكايه ياإايحيه بنط 


جود جووديان وجحجونيم» 


(2)..... 0) 3+ةر 
3) 44-0ا+»24- شر 2) استنتج مجموعة حلول لمتراجحة : 1- ( 1++34+ بد (1. 
69 1) تحققانالعدد (1-)هو حلا للمعادلة : ().........0 5 +22 +3:2- قر اح معدا بع عو سير سه ا ييا 
: 2)ماهو مجموع جذري لمعادلة (:1) ؟ وما هو جدانهما ثم استنتج الجذر الثاني 000ص 94 
: للمعادلة (5). 
ْ يي 
© - كيف نختار العدد الحقيقي :7 حتى يكون العدد (2-) جذرا للمعادلة : 


2-1-0 +( « +1)-7 خم استنتج عندئذ الجذر الثاني . 
0 
69 - نعتبرالعادلة ذات المجهول : التالية ؛ (ه.... و ط-س شب( اجم)- تم 
: حيث: 7 عدد حقيقي معطى . 
7 ١)عين‏ قيم 7 حتى تقبل المعادلة (5) -جذرا مضاعفا ثم احسبه 
: 2)ماهي قيم 7 حتى تقبل العادلة (5) جذرين موجبين 
3) ما هي قيم ”7 حتى تقبل لمعادلة (2) حلين مختلفين في الإشارة 
4) ما هي قيم ”7 حتى تقبل العادلة (2) جذرين سالبين | 
5) ما هي قيم ”7 حتى لا تقبل العادلة (5) -جذورا . 
اسل ا تليههم 


© - عين العدد الحقيقي :7 و7 بحيث المعادلتين التاليتين لهما نفس الحلول 


زده) ود ياجو يوبن ججيا سدح "التو جا مويو ايها بذ كوه انكو وبيج لاا برا 


د بن نح موا 


بيت بج ايه جاجح ينا اياي جوت رماي اا 


ً (5إ......3-0- مد جد م 2 تع 
(8ك.....0عمة-ا+ع(6+م 2)-32 
عدم 5 ' © لتكن (:)/ ثلائي حدود من الدرحبة الثانية 
٠ 79‏ لتكن ثلاثيات الحدود التالية ؛ : ُ 


3 +ع بم- 2 -(:)/ حيث 7 عدد حقيقي معطى 
1 1) جع + تمه -(ما/ ْ 1) عين مجموعة قيم 7 بحيث من اجل كل + من #! :0 (()/ 


9 . نعتم العادلة ؛ (6)..... سا [عب) 
أ) بتعويض ؛ /--5- في المعادلة () نتحصل على معادلة (:) يطلب حلها 
2) من اجل كل > حل للمعادلة (:/) حل للعادلة » -(): حيث : 2 -(:)!: 


3) تحقق ان [((:) »)م ]-(2)/ من اجل كل : [1-]-17ع» 
ثم استنتج مجموعة حلول المعادلة 0 -()/ 


يد ياود جنع واباحد واوالا واي ود 


ات 93 


© العرد المشىٌ 
1.1 النهاية العددية لدالة عند الصفر 


١ 
ظ‎ 
ا‎ 
ْ 
© مثال‎ ٍ 
- تحو الدينة 2 التي تبعد بمسافة 100/77 حم‎ 1١ سيارة متوحجهة من الملاينة‎ 
0 ظ اللسافة القطوعة من طرف السيارة في اللحظة / معطة بالعبارة ؛‎ 
حيث / بالثانية و 4 بالمتر‎ 
/0-15 لتكن(!) “! السرعة اللحظية للسيارة عند اللحظة‎ 
15 ولحساب (1) ”1 نقوم بحساب السرعات المتوسطة للسيارة قي لحظات قريبة من‎ 
!' .“ )1( وهذه السرعات تعطينا القيمة القربة للعدد‎ 0 | 
/-1+/ و‎ ٠-١ السرعة التوسطة للسيارة بين اللحظتين‎ 
حيث: / عدد صغير جدا وقريب من الصفر‎ ٠+ 
تعطى بالعلاقة , (41-(1خللك مع ووم‎ 7 


8+0 تحققان: روجو -[4)1-(مخناك مع‎ )١ 


2) أوحد السرعات المتوسطة للسيارة الموافقاة لقيم 7 التالية : ٍ 
0001 ,0,0001 , 0,0000 , 0,001- , 0,0001- ,[00000- ثم ماذا تستنقج . 


3) استنتج ان () 1 هي نهاية (401-(2)1+4 لا يقرب من الصفر فم 
أاحسب (0) ”ا 


ارخ وا رار ا 


بحس 5 
ار 


اا 


(ج الدرس الثالث 


الحل : 
01 | “ينه سه *(مجنام_ ()ه-زنجى)ه 
7 8 0 
007 بر (+100 (ا+م + )نا-5 +00 
/ 1 


سكا سنا 96 
سالا سا سكا كسا 


نستنتج من القيم السرعات المتوسطة المحصل عليها سابقا انه كلما اقترب / من الصفر 
فإن السرعة المتوسطة تقرب من قيمة (1) ٠”‏ . 

03( بما ان السرعات المتوسطة تقرب من القيمة 0 كلما اقترب / من الصفر فإن السرعة 
اللحظية (1) 17 هي نهاية النسبية : لاهن تقتزب من الصفر وعليه فإن : 
٠. 1/)1(- 20+10400‏ وبالتالي لمعرفة السرعة اللحظية عند اللحظة / نحسب نهاية 
دبود: ()ك-0 3 شلك جرم ن م يؤول ( يقرب) من الصضر . 


مثال © 
١‏ الدالة /ر للغرفة بالعبارة , لتسما جور 


(2 


مجموعة تعريفها هي ؛ [0/-18/ . 
: (0)/ غير موجود لكن (:)/. نستطيع حسابه من اجل كل قيم + التي تكون 
قريبة من الصفر ( بجوار الصفر ) ؛ وهنا نتساءل كيف تصبح (:)/ لما * تقترب 
5 من الصفر فمثلا لما : تنتمي إلى المجال : [ 0,001 , 0,001-] ما عدا الصفر ؛ 
وللإجابة عن هذا السؤال نقوم بدارسة نهاية الدالة "ر عند الصفر. 
من اجل كل : تختلف عن الصفر ٠‏ 4+ -(2)/ 
إذن عندما ياخذ < قيم قريبة من الصفر فإن (4+:) تقترب من القيمة 4 اي ؛ 
5 ير تاخذ قيمها من المجال : [4+2,©-4] حيث: © عدد حقيقي موجب 
وصغير جدا . 
ونقول عندئذا 4 هي نهاية /. عند الصفر 

0ج 


مثال © 


: لتكن الدالتين / .و + المعرفتين كما يلي‎ ١ 
ل 2+عة+ تندءلنع  . #د-ادزيار‎ 
العالل ا ست‎ 


جاع جاع 


ا )ع + )تر سل 0 اك دنا 5 


١1‏ -(6ثر ل( 2 -1) سناد ردنا 


0 جاعر 0 جرع 


2 د60 -( 2جحة+ 22 ) سنا زياع هنا 


0جرتععر ‏ (0جرعر 


[الدرس الثالث 
1- آل - (0) را - (ع) سنا 


)جرع 
12-2 ع(0) م »«(0) ر -() ع دنا 


د-2+١-(6)‏ ع +(0 / «((م)ع ا 


2.1 قابلية اشتقاق دالة عند عدد والعدد المشتق : 

م دالة معرفه على ,2 و ,(/ عرد 

/ قابلة للاشتقاق عند العدد «: إذأ إذا وفقط إذا كانت الدالة : (منا/ -(الخسكل مم 
تقبل نهاية / ما / يؤول إلى الصفر والعدد / يسمى بالعدد المشتق للدالة /. عند العدد رند 
ونرمز له ب:  /")0(‏ 


25 ملاحظة 6 


مثال © 
لتكن / دالة معرفة بالعبارة ؛ 22+1١‏ -(2)/ هل الدالة /ر قابلة للاشتقاق عند 
العدد 2- يد . 


الحل : 


الدالة / معرفة على 11 ,لا و لاع ود 
من اجل كل 0+ 7 لديئا : 


وزع( جمهعه)2) _ (بخدءة)-(ب (مجماع ‏ (ما/-(مجود)ر 
0 


7 1 


فور 


2/7 +د8ع- حفة 
لآ و( جة) ون (1)2-لشخقال دنا 
جام مجم 


ومنه الدالة / قابلة للاشتقاق عند العدد : 2 - د وعددها الشتق هو 8 -(2)/ . 


|) نسبة تزايد الدالة /ر بين: بد و 7/+ود هي: لهالل فخسك -(), 
لها رم 


+بل 2 يد- “+ ط ود 2 + د 5 
7 / 0 
_ [(#+ ود 

1د 2- 1 - 


وبماان : *: -(5)/ فإن : 


(لأن؛ 1+0 ) 


ا بوه( + مده هاا( حصنا 


0 جارل 0 جم 
_منه الدالة 6 قابلة للاشتقاق عند العدد ود والعدد للشتق هو ١‏ 20 -(0)/. 
2 21-2 د()مر , 2-د(ال)ثر ,22-4 د( , 0-و»ء -(0 'ر. 
ل ليسم 


© . تطبيقات الاشماق عند العدد 


12 مماس لمنحى : 


0 ميرهنة 1 
م “دالة قابلة للاشتقاق عند العدد ود و(7) منحناها البياني في معلم متعامد ومتجانس . 


<2 


[ الدرس الثالث 


المماس للمنحى (,) عند التقطة 
((0)/ , ود )1 هو مستقيم الذي يمر 
بالنقطة 1 ومعامل توجيهه (0:) '/ . 
لتكن /1 نقطة من (/) فاصلتها 1+ مد 
حيث : 0 عدر[ 
إذن نسبةا! , لهال لهسا)/ 
هي معامل توجيه الستقيم (/111/) وبماآن : 
()"/ - (م) ل -ل(شخطكمن فإن 

0 جرم 0 6 
الستقيم (5) المار بالنقطة 4. ومعامل تمان تن نا لام 
توجيهه ()”/ يعتبر الوضع النهائي للمستقيم م لا 11 تقترب من 1 . 
بما أن ( ند) "ر معامل توجيهه (4) فإن (8) له معادلة من الشكل ١‏ م + (و)"/ > بر 
وبماان ((50) / ,)1 تنتمي إلى (4) 
قإن ١‏ م + ود *( ود )"دور منه (واثر»«ود- ورم ومنه : 
(مج)”ر رد - ور + + ( وم) "عبر 
ولكون : (:م)/ > ؤز المعادلة السابقة تكتب على الشكل : (20)/ +(مد-:)(0:)"ر دير 
بالتالي المعادلة الرا0ة -:)( :ند )"/ - بر هي معادلة المماس للمنحى (/) عند النقظة 
((0 7 .)1 


مثال © 
لتكن / دالة معرفة على ؟/ بالعبارة #د-(0)ر 
7 أوجد معادلة المماس للمنحى الممثل للدالة / عند النقطة ذات الفاصلة 1ع يد 


ب“الحل : 
الدالة /ر قابلة للاشتقاق عند العدد 0-1 و العدذ اللشتق عند د هو (1)"/ -(:)'/ر 
حيث : 2 -21 -() '/ر 

معادلة اللماس للمنحني ()) الممثل للدالة / عند النقطة (()/ر, 4)1, شي: 
(0)/ +(1-)(0/ - ير بالتعويض نجد ؛ 1+(8-1) 2 - بر ومنم ؛ 
إذن معادلة للماس ل: (/) عند : (1 ,14)1 هي: 2-1 -, 


س ع2 ع رز 


| موقم 
2.2 التقريب بدالة تألفية محليا الدراسة الجزائري 
()المنحنى البيائي للدالة /. القابلة للاشتقاق عند العدد د و 7 اللمعاس ل: (“7) عند النقطة 
٠ 1): ./)5((‏ كون لماس (5) قريب من (2) بجوار النقطة 1 تستبدل (2) ب: () اي 


10 


نستبدل محليا الدالة / بالدالة التالفية الممثلة 1:--::..: 
بالستقيم (4) وهنا يعني أننا نستبدل العدد 7-2 
الحقيقي ( /+::) /ر بالعدد الحقيقي : 
((0) "7 +(ود) / من اجل كل 7 قريب 
من الصفر . ِ 
كل مستقيم يمر من النقطة 4 يعطينا تقريب 
تالقي ل : (+0) / لكن نقبل ان للستقيم (5) |7 
هو افضل تقريب تالفي ل: (+مخ) /. 

نقول أن : /( مد) “ير +( مد) /. هو تقريب 


تألفي محلي للعدد (/+::ج)/ 


لتكن / دالة معرظة على 7/ ب: 1+ :+ -(:)/ وليكن (2] النحى المثل لها في 
مستوي منسوب إن معلم متعامد ومتجاتسين 0 ا 9 

!) بتِنان الداله: / “قابئة للاشتقّاق عند العدد 2-1 : 

ثم اوجد معادلة للفاس (5) للمنحى()) عند النقظة (( :)7 2 

2) ارسم (7) والستقيم (4) ١‏ 
)د كتقريب القالضي للدقة /. بجوو ع ودح م اوج انعا للرحوي يبهذا 
الشف ييا 


1) نسبة تغيرالدالة /. بين !.و 1+7 هي: لالم ين +١‏ *: >(:)/ نجد. 
مناجل كل / غير معدوم . 


[12+1]-| ا+بثزم + )) | () /-(م+1)م 
7 1 / 
(12+1)-( الجا+م 2+ 2)_ 
/ 


جر القعط 3 


ا اوور 010 


الدرس الثالث ([) الاشتقاق 


إذن : 1 
ا المشتقاة لبعض المرجعية 
2-(2+ى) من (ل)م-لمختكلمن 3 البوات لون 5 
جم مجم ' 5 مبرهنة © 
ومنه الدالة / قابلة للاشتقاقئ عند العدد كل دالة تالفية : 0+8 جا+: ير قابلة للاشتقاق على 7// ودالتها المشتقة هي : 4 +اد: "ل 
| -ند وعددهاالشتق هو 2 -(1)'/ الإثبات 


- معادلة المعاس ل ؛ (/ز) عند النقطة 
(2 .401 هي ؛ 
(1)/ر+(1-)(1) ردم ومنه ؛ 
1+2-:)2 -بر بالتبسيط نجد : 
2 دنر إذن +2 حبر:(ى) 0 

3) لتقريب التألفي للدالة “/ر بجوارالعدد 1 هو. /*(1)"ر+(1)/ حيث؛ فحهه فده دوه 
0 و ١‏ صغير جنا 
2+7د نع« )ءار 
إذن : 2+27 هو تقريب للعدد (1+7)/. أي: /2+2 هو تقريب للعدد 1+ ([1+/) 


من اجل كل : 7:0 لدينا : 


6د ) 7 -|ل 1+ د ل د زمر 

لنعهاك وم 

[ل+وده|-]| 5+ مخواء] _ 
7 


بزن, 8(>6)/ ف ومنه. 2 -(ود)/ر 


- حساب الخط المرتكب : إذن الدالة المشتقة للدالة التالقية + 8+ ج:+: / هي الدالة ؛ جع :'/ و نكتب : 100070 
[1(<2) “ر+(١)‏ /]-(مج) ردم : 
(2+20)-ا+ نزم + )د مثال © 


)١ 5‏ الدالة الشتقة للدالة : + ج:+: /ر هي الدالة "/ المعرفة على #/ ب 1-( ) '/ 


د بره -2- 1+ ررد + 21+12 :” 2) الدالة للشتقة للدالة 6+!*:/ر هي دالة رللعرقة على 1# ب 0-(<) '/ 


إذن الخطا الرتكب في التقريب هو / 
هع استسسشسة مبرهنة © 
الدالة اه جذ<: / قابلة للاشتقاق على المجال المفتوح ؛ ] + , 0[ ودالتها المشتقة هي الدالة 
© -الدوال المشّمَة للدوال المرحعية / للفرقة علق ]د , 0[ ب سد مودي . 


3. :1 الدالة الشتقاة 


() الإثبات ؛ 
5 من اجل كل ود اكبر تماما من الصفر نسبة تغير الدالة : عه جد بين ند و /+رند هي : 
/. دالة و ,2 مجموعة تعريفها ( 2 مجال او اتحاد مجالات من /7/ ) 
٠‏ 0 0 05 0 0 - 
نقول ان / قابلة للاشتفاق على اللجال 7 إذا وفقط إذا كاتت قابلة للاشتقاق عند كل عدد ود دام 3 لدع لها 1-( نهلك رم 
من 7 . عندئذ الدالة التي ترشق بكل + من 2 العدد المشتق ( + ) "/. تسمى الدالة الشتقة مدل + جع لد ) ( مدل.- #+ودأو) _ 
للدالة / على 2 ونرمز لها ب ؛ "/ ونكتب : ()كر جاءد: كر ود .+ + ود /ء)/ 8 َ 
مثال © 7 هه 2 و 
لتكن “ردالة معرفة على 8/ ي: 7< -(<)/ر الدالة /. قابلة للاشتقاق عند كل عدد ( ودل+ عمد .ام إرد قنع 11 
+ ٠د‏ من 7# والعدد للشتق ل: /ر عند د هو ء 20 -( م ) "/ر ومنه الدالة الشتقة 2 0 
:- للدالة ر معرفة على 8!/ ب +2 جاعراثر 9 5 


سس سس سس سس سس سسسسسسس- ٠+‏ 16 


[[)الدرس الثالث 
1 و11 (كال للخل م 
اس لفن 
0 0 جام جام 
ومنه الدالة الشتقة للدالة /ر هي الدالة /ر المعرفة على : ]+ , 0[ ب لد( 
2 
عا مبرهنة © 
تقبل هذه البرهنة بدون برهان : 


[1) الدالة تاو قابلة للاشتقاق من اجل كل عند حقيقي + ولدينا : دومه ع + أو 
2) الدالة ددنت قابلة للاشتقاق من اجل كل عدد حقيقي د ولدينا + + أؤو- - + ومج 
2 


“المشسق من اليمين ومن اليسار عند عدد 
المشتق من اليمين عند ,د 
/. دالة معرفة على ,12 حيث : ,2 تشمل مجال من الشكل ] © , مد] ؛ 0< ( © 
نقول أن /. قابلة للاشتقاق عند العدد مد من اليمين إذا وفقط إذا كانت : 


(سا/-لة+سكلون 


0جنفم 


المشتق من اليسار عند جد 
7 دالة معرفة على ,2 حيث: ,2 تشمل مجال من الشكل: [ مد . 6 [ و مد) / 
نقول أن / قابلة للاشتقايٌ عند العدد د من اليسار إذا وققط إذا كانت : 
داع 20 اه 047 لزنانا 
1 


| إذاكانت / آقايلة للاشتفاق من اليمين عند" 37 ومن الرسار عند 8 
.فان رقايلة لجان عنم و . 3 : ١‏ 


9 رين دري‎ ٠ 


لتكن دالة معرفة على 1 ب 1-ع|د 
)١‏ ادرس قابلية اشتفاق الدالة /ر من اليمين عند 1-,: 


1 الدعوب قن معام متعامد ومتجؤدس | 
1 | سحةر هر قابلة الاتحدان خنذ 1 0 


ال : 


)١‏ الدالة /. معرفة على */ و بالتالي مجموعة تعريف /. تشمل مجال و:الشكل 
]١ +]‏ 


نسبة تزايد الدالة /ر بين 1 و 1+7 حيث؛ 0(/ هي ؛ (اارلشيك رم 
-4 | 0 عفارو وبيه: 4(21-4) ها 
:/ 


مجر , 
إذن اليد ود 


2) مجموعة تعريف الدالة /. تشمل مجال من الشكل [ 2,1 -[ 
نسبة تزايد “ر بين 1 و 1+7 مع 0)/ هي ()/ حيث: 
لانت 3 النناك لسننا!ة ”7 

و -١-‏ -(1-) من -(8) ؛ سنا 
وجكلم (نجثكرمر 
إذن 7 سوس مسا عد دود 


3) بماآن «/**/ فإن الدالة /ر غير قابلة للاشتفاق عند العدد ١‏ - 3 


- تمثيل بيان الدالة (:/)/: 
لدينا : لها_-رم), ومنه نستنتج لدينا ؛ 1 
0 ؛ اد(م)/ 1 


١ك‏ الدرس الثالث 


-١. 0‏ د( 

الدالة ( )حار ليست لها نهاية عند الصفر لأنه مثلا لماء / تمسح المجال 

[0001 , 1مم0-] ما عدا الصفر الأعداد (7)/ لا تقغزب من عدد واحد / لذلك الدالة /ر 
المعطاة غير قابلة للاشتقاق عند العدد 1- د 


عندما يقترب 7 شيئا فشينا من الصفر 

فإن 7/+ يقترب شينا فشيئا من الصفر 
1 

و حم يكبر شيئا د ا 0 

إذن العدد ()/ لا يقترب من عدد حقيقي ثابت || عم 

وعليه الدالة (8)/+)/ لا تقبل نهاية عند 7 1 


الا واكاك حا قد جد و ل د 


1 
1 
0 
5-5 


الفاصلة 0 - ند : 
لتكن /1 نقطة من (7) إحداثيتها ([ 17 , 8) | 
معامل توجيه للستقيم (/01) هي التسبة  .‏ : 
_م-قه : 

00 -(): حيث: 0(/ 
كلما اقربت النقطة /1 من النقطة © قإن معامل توحيه المستقيم (/011) يكبر شيئا فشيئا 
وبالتالي الو ظيفة النهانية للمستقيم (/01) هي للستقيم (/زر) الذي معادلته 0م 
ومنه معادلة المماس للمنحى (72) عند النقطة ذات الفاصلة 70-0 هي 0 - إل 


-_ 


©.عمليات على الدوال المشفة 
5 مشتق مجموع دالتين 


0 مبرهنة 
/, وج دالتين قابلتين للاشتقاق على 2 
الدالة ع + / قابلة للاشتقاق على 2 ولدينا ؛ 'ع + ثر - (ع +/) 
3 الإخبات 
حيت : ناء ود و داع +رزد 
لهاعحلها ل -(ندواع ١‏ هسمل وم 
(وداع-(طضجود)عم [لدا/-(فجودا] _ 1 
1 ,5 7 7 
(0)8+(85),د 


بماان: / قابلة للاشتقاق على 2 فإن : ليم ”ر+(8) ء بيطا 


وبما أن : > قابلة للاشتقاق على 2 فإن, (م) م -( )و سن 
ومنه , [ه) 4+( مد) ”ر -()؛ هذا 
إذن: (مد)اه+(مد) "ر-(ود)(ع+2). ومنه؛ 'م+"/- (و+/). 
5 مشتق جداء دالتين 
0 مبرهنة 


'/. و # دالتين قابلتين للاشتقاق على 2 ٠‏ 
الدالة ع#ا/. قابلة للاشتقاق على 2 و لديناء “ر »ع +ع »سر - (ع *«/) 


6 الإخبات 
نسبة تغير الدالة بم / بين مد و 7+مد هي: 
“«د/ر)-(م+ 

/ 


خلك-()) حيث؛ هعد و 2عوجردر 


00 


!2 الدرس الثالتث 


-(7+ #+ 1 -(+ 7+ 
ث0 غات 052 1-5 ا 


لماع (لتهلة .ىر لساك ل هفك ريت 
() ودر عزة)؛»«(فعو) م - 
بماان الدالة “/ قابلة للاشتقاق على 2 هإن , (5ب)/ -(/)41 "ذا 
بما أن الدالة ج قابلة للاشتقاق على 2 فأن (6)؟ -() 3 
ولدينا:: (وجاع -(ط+وماع سنا 
بلي (من) عله رما د 

وعليه يكون ( مد ) /( ذد) مر رم 1 
إذن + 7 »نه +ع »كر - (ع »«/) 


: / و ع دالتين معرفتين على 7/ كمايلي . 2+1 -()/ر و *د+(تاع 
1 -عين () (ع»«/) و [((60/ر3). 


الحل : 
)١‏ -0-2)ه ٠.‏ 0-2/ 
(ع)(ع)'م +(ء)ع«(ء)"ر -(ء) (و»«ر) 


(2)22+1 +22 - 
2 + 62 ع +2 + 2ل + 212 - ' 
01 لوكت دي ا 
إذن: من اجل كل 17+ ؛ 0 ْ 


2) 32-6 -(م)"ر3ء[ (+)/ 3] إذن:م ناجل كل «/اء+ لديناء 26-/[(2+1) 3] 


5 مشتق دالة كثير حدود 

0 مبرهشنة 

1) من اجل كل عدد طبيعي « حيث : [</ الدالة : ”+ + قابلة للاشتقاق على 
ودالتها المشتقة هي؛ ”+7 ++ يمكنك برهان هذه المبرهنة بالاعتماد على مشتق 
جداء دالتين ), 

2) كل دالة كثير حدود م حيث ؛ رن ++ ن+ وي جر 
قايلة للاشتقاق على 17 ودالتها المشتقاة شي: م حيث: بو +عين.... + "على وم جرع ثور 
( يمكنتك برهان هذه المبرهنة بالاعتماد على مشتق جداء دالتين ) 


مثال © 
: - عين الدالة للشتقاة لكل من الدوال التالية : 
0 [-توب+تم2 در(ج)م ؛ 5بجترو+ 4م15 -(يا)ع 
قسرق+ 2 دل)  ١‏ 1-تمد(م)غ 


الحل : 

)١‏ الدالة /ر قابلة للاشتقاق على 7/ ولدينا من اجل كل + من *#/ + +2 + 2ده - ()) 'ر 
2) الدالة ج قابلة للاشتقاق على 77 ولدينا من اجل كل + من / : +12+10--() ع 
3) الدالة / قابلة للاشتقاق على 78 ولدينا من اجل كل + من /#/ ٠‏ 2+3 -() / 

4) الدالة 4 قابلة للاشتقاق على #/ ولدينا من اجل كل د من 1# . :3 -() 2 


ع ب*ه +« في يًّ 
5 ي مشتق مقلوب دالة : ١‏ 
1 
© مبرهنة 
إذا كانت / ذالة قابلة للاشثقاق على 2 و / غير معدومة على 7 فإن الدالة ب قابلة 


للاشتقاق على 2 ولدينا : “كت - -- [ه) 


© الإخبات ؛ 
عدد حقيقي من (/ ؛ بماان / قابلة للاشتقاق على (/ فإنها قابلة للاشتقاق عند ود 


لح الدرس الثالث 
انر 


نسباة تغير الدالة ج/- بين د و 7+ 0د هي : (1)0 حيث : 


مدع-0 


1 


0 الخلولنت 1 
بماان , (د)/ - د و (متار(فجود)رسا 
0 جم 
ل ا * 0 اننا 
هن و يج 
هه جرد[ 


2 ملاحظة 


مثال © ظ 
لتكن ث/ر دالة معرهة على #/ ب >3 +7 -(+) / 
2 اوحجد الدالة الشتقة للدالة ]- 


5 
_0 ترجه 


الحل : 


الدالة اجسوية وشَينا من كل كفل 2 مق (3-.012-10 


امنا 
5.5 مشتق قسمة دالتين 
0 مبرهنة 
و ج دالتين قابلتين للاشتقأق على (/ ٠‏ من اجل كل عدد حقيقي ,: من (/ بحيث 
+(أع فاك : دده 1 قابلة للاختقاق على < وددينا, لحفلل - () 
© الإثخبات 
بكتابة على الشكل , */. وبتطبيق مشتق جداء دالتين ومقلوب دالة نتحصل على 
النتيجة السابقاة . 
مثال © 

5 “/ دالة عددية معرقة كما يلي : مه( 

: - احسب (7)2 


» الل : 
الدالة ٠‏ معرفة على | ع -1 ومن اجل وكل * من |4 4 -18 لدينا : 
(امماء(ه-هد)-(فعتاء لاجطا_ريى)م 


*(3-4) 
(ا+ع3)2-(4 -عة)2ر_ 5 
*([4-مة) 
00-7-0003 
١ )3+-4(‏ 4(7-+) 
5 6 مشتق الدالة ( م+عم) 'رجرع 


© مبرهنة 


8 000 


سي إن 


'/ قابلة للاشتقاق على / . © و 0 عددين حقيقيين. / مويو ع لمن ال نبقيا 0 : 


ف تمعوطجمس 


(0جهم) "ره -زم) ع 


لاحظ ان الدالة هي مركب من الدالة 8+ ج- + متبوعة بالدالة /ر أي: ”21 - ع 


6 الإخبات 
نسبة تغير الدالة بم بين 0د و 0+7 حيث : / عمد و / ع« +ود هي : ()) 
)1 :)”1 ) 0-7( (#جو) ١‏ / 5 (ود)(/امر) +( جه (61/) _ 
7 7 -(00» 
لصا '-(اجمما ا (لد)!) / -((الجوجا 101 
1 ود ٠١‏ زم دوج 
(5ود) “اعز(مجود) » 1 
0 6 د و م <( ود) 1<( لجود) ,ا فإن : 


0 
(وج)”ا+ لاه - (را +م) ٠‏ 0 بوضع ١‏ العزهن و ود - (ن) ”1 نجد : 
زود علوت الا هذ ”لكر -((8 + وجا 7 
1 


بما أن 


مد ٠”)‏ -( ثم + ود )”ا 
لا / يؤول إلى الصفر هأن + 7 يؤول إلى الصفر ومنه : 
+ 6 الث -[( جود ) ار 
1 0 - 17- 0 11 
0 جسرثرل 0جام 
((م) )”زر ( )م 
بذن , ( خم ) "يه -((مد) ١‏ ) "ر >«( مد ) ”1 -(م) / هذا 
مجم 
مثال © 
)١ 3‏ لتكن الدالة ع المعرفة على #/ ب “(22+1)-(+)ع 
3 احسب )ع 


5 2) احسب مشتق الدالة 4 المعرفة على 7/ ب : (3++2) هزه -( + ) م 
الل : 
1) بوضعء 1جع2-(176 و 2د (عا/ر تجد, *(ز +6 -(06هر -()ع 
ومن اجل كل +« من 1 حيث : 7/  -‏ لدينا: 
4+ع 8 - (2+1) 4- ((2)2 -(6)60ر () “«دزاع 
2) بوضع 2+3 -[) ١‏ و (مذه- زمار نجد. ()«مر -ل)ة 
(3 + ح2)من > (ج[ر هم)- (ج)ا 


./ (طبدجعم)ر جربريع قابلة للاشتقاق على / ولدينا من اجل كل + من‎ ١ 


بتيصصييي ص سبي سس سس سس سس سس يي 


الدالتين 1 و /. قابلتين للاشتقاق على 7/ ولدينا : من اجل كل + من !// :2 -()”| 
و ددم -()/ ' 
إذن ١‏ (3+ج2)ومء »2 ع (م) “اومء »2 - ((ع )'1أر »«( ) اد( م 


#الخل : 
بوضع ٠١)(- 22-١ ١‏ و #أد-(ه) /ر نجد : () 'امر -(2) 8 
(١-حم)‏ ر-((01/) د (ماع 


مجموعة تعريف الدالة ع هي : |ه.!] 
الدالة. ”! قابلة للاشتقاق على 18 وبالتالي: من اجل كل < من #/ لدينا ؛ 2-(:) ٠”‏ 
والدالة / قابلة للاشتقاق على ] ©*+, 0[ : ولدينا من اجل كل + من ] 0,2[ : 

ا 
2 0 
الدالة ج قابلة للاشتقاق على المجال / حيث : |ه+ . ]-, 


ومن اجل كل + من / لدينا : 
(() 1) "ر»«(ع) ”-(ج) »# 
1 1 


2 “2 - 
31ل 2/70 
53000 5-5 و 1 0-0 1 3 
إذن من اجل 2 -« نجد, 2 - سين -(800 


-_ 


[[ الدرس الثالت 


0 عل جرير 
53 


تماد جاعر 
دونه جرع 
+ 


0 1 
ل 11 
ُ : 
- 5 


سس سس ههه ستتستتم 


© . الإنشاء المندسى المماس 

1.7 إنشاء المماس للقطع المكافئ ذوا المعادلة : 2+ دنر 

مثال © 

3 ليكن (:) قطع مكافئ ذوا المعادلة 7 - :ر ف المعلم المتعامد والتجانس :6.7 : 
٠‏ ولتكن 17 نقطة من (2) فاصلتها مد حيث. 0* بير 

0 1) أنشئ !7 المسقط العمودي للنقطة 11 على محور التراتيب 

٠“‏ 2) انشئ / نظيرة // بالنسبة إلى النقطة © ثم استنتج ان الستقيم (/1/) هو 
الماس للمنحتي (7) في التقطة 17 . 

الحل : 

)١‏ نفتح الفرجار بفتحة مناسبة ثم نضع الإبرة قي النقطة 17 ثم نرسم قوسين دائرة يقطعان 
(/رر) في النقطتين 1 , 4 ثم بنقس الفتحة نرسم قوس اول مركزه النقطة 4, 
وقوس ثانية مركزها النقطة يا يتقاطعان في النقطة '311 . 
الستقيم (/1/1) عمودي على الستقيم (:4. 4,) في النقطة // التي هي مسقط العمودي 


انظر إلى شروط تطبيق 
هذه النظريات 


للنقطة /1 على ('نزر) . 


2) نرسم دائرة مركزها النقطة © [- 
ونصف قطرها [//0] تقطع الستقيم | 
('م) في النقطتين !// و / وبماأنه ١‏ 
[1/ /] قطر لهذهالدائرة فإن ؛ 

01 - 011 
و بالتالي ٠:‏ / هي نظيرة 77 بالنسبة 
إلى 0. 


الاستنتاج : 
بماان: /1 تنتمي إن (7) فإن: “مدع بور و 2د د تر 
ميل المستقيم (/1/) هو اللا 


- ورد 
برو م2 _ [ لاود سيد 
0 0- ود الا 
نعلم أن العدد الشتق لدالة : #رجلك+ عند العدد د هو : 220 -(20) '/ 
إذن ميل المستقيم (/11/) هو : (:) "/ وبالتالي(/71) هو مماس المنحى (:) عند النقطة 14 
239 إنشاء المماس لقطع المكافئ معادلته بر + تو بر 
مالع . 
ليكن (72) القاطع المكاذئ ذوا المعادلة ٠‏ ++ *2 بر ولتكن 4/ و 8 نقطتين من (0) 
فاصلتهما على التوالي © و 4 حيث ١‏ 4 ». 
أ. 1) برهن انه يوجد مماس وحيد للمنحني (,) يوازي الستقيم (8 4) وأن فاصلة 
نقطة التماس هي المتوسط الحسابي لفاصلة 4 و 8 
؟: استنتج إنشاء هندسيا لمماس المنحني (72) . 


الحل : 


|) ميل السثقيم (8 /) هو © حيث؛ 


َك الدرس الثالث 5١‏ الاشتقاق __ 0 
ا 


(معفا لمتكا سس 


4 - يرد 
ابممن ف للخمدن)له- ما 0 
معان 
المماس الموازي ل: (8/ 4) ان وحجد ا إلا 


معادلته ؛ «+ (1+ ون جم) دنر 

لنفرض ان / هي نقطة التماس 

احدائياها (راز, ,:) تحقق ا 0 01 

ود+ 0د > وز ومن حجهة أخرى : 1 

+ ود( 1+ 018)ع زر ومنه : 1111 1-1 د 
ود لد + د( 1 4 0 +ن )سد ور إذن : 10 : 
ود+ ود خود(ا+ 0دم)- جر (اء مجم) دير 21ل ١‏ |84 5238 :09 ا كلا 17 ينه 
لكي يكون المماس وحيد يجب أن يكون ص ْ 7 
التقاطع المماس مع المنحى () نقطة 
وحيدة أي حملة المعادلتين ذات 
المجهولين + , نر الثالية .+ تددمر و ارود “ود دود (1+ 2 دم) ا دير لها 
حل وحيد . 
منه ينتج : ود “ود + ود(اج+ 'م+م)-+(ا+ و جم)د بغر 
بالتبسيط نجد ؛ 0ع توةجء (ن +م)-نر 
تيد4+ - “م +م) - 1ه 
حتى يكون للجملة السابقة حل وحيد يجب ان يكون للمعادلة : 0- “ود ٠‏ د( +0)- 2ن 
حل وحيد أي : يكون للميز ك معدوم 
0-” ود4-*( #ج+ه) يكافئ ١‏ *(مد )37( +م) 

يكاطئ + :2 - 0 +» أو رد 2- - مو 
وبالتالي نجد ,244 يبر نو , 4ف دير 
يما أن فاصلة 1 0 2 وقاصلة 1/ 5 ' فإن فاصلهة النقطة !1 تنتمي الى المجال : 
[».5] و[ه.#] 4 - يد مقبول 
إذن فاصلة نقطة اللماس هي الوسط الحسابي لفاصلتي 4 و 8 
وبالتالي يوجد مماس وحيد للمنحى (2) يوازي المستقيم (18:). 

2) لإنشاء مماس المنجى (/) عند النقطة (مز , 0:) / نتبع الخطوات التالية ؛ 

424 - نغين النقطتين 1 و 8 من النحى فاصلتهما على التوالي : 4.0 حيث ؛ يم‎ )١ 


عله 


ثم نرسم الستقيم (2ا 4). 
ب) نرسم الستقيم ذوالمعادلة .د -+ الذي يقطع المنحى (,) في النقطة / ثم نرسم بعد 
ذلك 
المستقيم (3) المارمن / والموازي للمستقيم (8) . 
اللستقيم (5) هو المماس للمنحني (2) قي النقطة / . 
لل سح مرويهة 


5 الوصع الدسبي لمنحى ومماساته 
دراسة الوضع النسبي للمنحى (,:) و (:7) ذوا المعادلة ؛ (:)/ -مر و ()ع -ثر يعني تعين 
اكبر مجال بحيث يكون فيه (,:) قوق (:2) أو العكس. 
تكون (زر, 8) 17: نقطة من (:) فوق التقطة (ور,ي) 37 من (::) إذا كانت ير -< زر 
إذن لإيجاد المجال الذي يكون فيه (:) قوق (::) نبحت عن الأعداد الحقيقية © التي تحقق: 
(«)ع 2( / 


مثال © 
* () للتحى البياني للدالة / للعرفة بالشكل ' -()/ :4. نقطة من(/) قاصلتها © . 
١)اوحد‏ معادلة اللماس (:7) للمنحى(/) في النقطة 4 . 
ٍ ! 2) استنتج ان دراسة الوضعية النسبية ل ؛ (:) بالنسبة إلى (,,7) يؤول إلى حل 
المتراجحة ذات المجهول + التالية : 
ْ )1( 0 ح تم وبجورأع3- تر 
3)) بين انه من اجل كل + من '1/ لدينا 
: : (72ع2 ع جه :ءاله م 3 جر ووسةعر 
5 ب) استنتج حسب قيم © حلول التراجحة (1) 
: ج) أوحجد عند ندا حسب قيم > الوضع النسبي ل: () بالنسبة إلى (:7) 
: د) نسمي نقطة اتعطاف للمتحى (2) النقطة 7 بحيث الماس عندها يخترق )0 
ٍ - أوحجد هذه النقطة . 


الل : 

1 نقطة من(2)‎ 1!) ,>3( )١ 
/' )©( : ميل ائماس ( ج:7) عند النقطة د هو‎ 
من 33د زمار‎ ١ لدينا من اجل كل‎ 
ومنه معادلة ( :7 ) تكون من الشكل .© +( »-م) 67 3 در ؛(7)‎ 
إذن أمة رثع قعير:()‎ 


. 


([2 الدرس الثالث 


2) إن دراسة الوضع النسبي ل : (7) و (::7) يؤول إلى تعيين اكبر مجال من ,12 بحيث 
يكون (7) فوق : (72) أو العكس . 
إذا كانت (( 2)/ ,) 14 نقطة من (2) و(نر,») :20 نقطة من (72) و (2) فوق 
)7:0( فإن : بر <()7 أي + 47 42-2 3 < يد بالتبسيط نجد ؛ 0< 22+23 3- أبر 


3) ) تم جعته-تروعته 2 ترج بتر( ته 2 دعو + تم )(ه-) 
"بم 2 بجني 3- ترد 


ب) لحل للتراحيحة (/) نعين إشارة العبارتين ([ 62 2-+ج + 2د) ؛ (ه-) 

ثم ندوتها في جدول ثم بعد ذلك نعين حلول المترجحة (/) 

مميز المعادلة : 22-0 جر + شر هو "2م829 

ومنه المعادلة .0 - 2ج 2-بر ىن + آبر لها حلين هما >2 ٠.‏ 22- 

بالتالي المعادلة : -(2م2-ممنر)ر س»-م) لها حلين هها : » , » 2- ولترتيب هذه 
الحلول نميز حالتين ؛ 


9 الحالة الأولى : 0 (>» 


' 27<0++367-* إذا وفقط إذا كانت + تنتمي إلى : ] *+, » ]لا[ », 26-] ومنه 
مجموعة حلول للتراجحة (/) هي : ] © + , © ]لا[ », 20 -]- رى 


ل الحالة الثانية : 0 ) © 


0< 27+:1-32 إذاو فقطإذا كانت + تنتمي إلى : ] 1 , 20 -] 


ج) استنتاج الوضع النسبي ل : (7) بالنسبة إلى ( 70) 


س7 


8 الاشتفاق 22000 


5 حالة 0 ( 2 

- إذا كان : ] »+ , »> ]لا[ », 2 -] ع : فإن النحى (2) يقع فوق المماس (72) 
- إذا كانت [ ©2- ,--[ع+ فإن (7) بقع تحت (72) 

المماس ( ن1) يقطع (/) في نقطتين فاصلتهما : ©2-, > 


د حالة 0) ه 

- إذا كان :  ]‏ +, +2 -[ ج :د فإن النحى (2) يقع فوق( :7) 

- إذاكان : [ 26-, > إلا[ ه , م -[ ع فإن المنحى (2) يفع تحت (:1) 
اللماس ( :1) يقطع (/) تقطتين فاصلتهما 26-, © 


6حالة 0 دن 
ف هذه الحالة النحى (7) يقطع ( (7) في نقطة وحيدة 2 فاصلتها 0 وترتيبها 0 و 
النقطة 1/1 تسمى نقطة انعطاف . 
وللماس (70) يقع فوق ()/) إذا كان 0) و يقع تحت (,) إذا كان؛ 0) + ويقطع (2) 
في النقطة ( 0, 0 )0 . 

لل ل سس له لل تح 


ود ا 
ِ 1 0.1 ) معلم متعامد ومتجانس للمستوي. (©) دائرة مركزها 0 ونصف 
0 قطرها 1 . 7 و © نقطتان إحدائياتهما على التوالي ( 1,0-) ؛ ([1,0) 
)١ )1 :‏ تحقق أن معادلة (©) هي : 1ع #بر+2ر 
ب) (©) هي نصف دائرة التي تقع في نصف المستوي العلوي الحدد ب : ( “#د+) ماعدا 
'< النقطة م - 
- بين ان (©) هي المنحى البياني للدالة 2 - اد جم : / 
2) © عدد حقيقي من المجال ]1 , 1-[ 
)١ 7‏ بين أن / قابلة للاشتقاق على المجال ]1 , 1-1[ ثم أحّسب ()ثر. 
ب) نسمي ( 72) المماس ل ١‏ (0) في النقطة 4, التي فاصلتها © | 
:+ - بينان (:1) عمودي على (04) وماذا نستنتج 5 
. ( تقبل أن مستقيمين متعامدين إذا وفقط إذا كان جداء ميلهما يساوي 1- 
7 3) ليكن (87)/ نسبة تغيرالدالة “ر بين 1 و /+! مع 0) / 
: - تحفق ان : 2+7/» سلس -(ة) / شم استنتج ان للنحى (6) يقبل مماسا في النقطة 


7 © يونزي (/رير) 
15- 


الدرس الثالث 


” الحل : 


/-1 لتكن /1: نقطة من (©) إخدائيتها (نز , ) منه ؛ 011-78 حيث ؛‎ )١)١ 
ومدهء ري توأ د عون‎ 28 

إذن المساواة : */ - 0:11 تصبح ؛ 

| - "بر + :| بتربيع طرف للساواة نجد : 

اد رع 

ب) المساواة . | - #بر+ 2ج تكتب على الشكل : 
]و 

بماان: 0< ير فإن 0< 1-2 ومنه قيم 7 
* التي تحقق + 0< 1-17 هي : [1,1-] 

بجذر طرق الساواة 7د- 1- كير نجد, 1-7 |بر| 

وبما أن (©) تقع في النصف العلوي للمستوي فإن آية نقطة منه ترتيبيها موجب أي : 
0ر وبالتالي؛ «ر-|بر| وعليه يكون دالا دير 

إذن الدالة : -1أواجملكب+ العرفة [1 , 1-1 هي الدالة التي منحاها البياني (6) 


من اجل كل |[ ! , [-١‏ © نستطيع كتابة (:)/. على الشكل التالي: 
++ ا له - | ل - ( + ا)( -) /. نار 
)١‏ إثبات أن الدالة / قابلة للاشتقاق على ]1,1-[ 
الدالة ٠‏ > .+ قابلة للاشتقاق على ]1,-[ فهي قايلة للاشتقاق على ]1,1-[ 
الدالة ٠:‏ » + [أدج !+ قابلة للاشتقاق على ] .1-1 فهي قابلة للاشتقاق على 
ارك . 
0 '!* /) قابلة للاشتقاق على ]1,1 -] أي : الدالة / قابلة للاشتقاق على 
6 
- حساب (2)/ : 
()نا (م) #اج( م"( )'نا-(م)(/1ن) -(ء) 'ر 
دالوا عمق قطن مل وات سيق مس11٠‏ وت 
2 خ-2243 زم ا ا 7 
لها يه ا + | عر +1 
عد+ 1ل -- 241 د 1 له ع -] /يه2 


5 )ار 4040 2( 
( / :/ 


م 2- 35 
وله #+اله 2/1 
ب) معاذلة الماس (77) للمنحى (2) عند التقظة 4 هي ؛ 


(ه-+)(ء)ر جز ه)ردر 
معادلة المستقيم (0/1) هي: , هال 


2 دنز حيث : 0 دنس 
نقول عن المستقيمان (/0) و (<1) أنهما متعامدان إذا وفقط إذا كان جداء ميلهما 
يساوي (1-) . 
نات عصلمرم)مر 
0 م 44 


ومنه للستقيمان (04) و (:7) متعامدان 


(لج6ام عل تاد 
1 
ود ار اء ول ول 

ريد د 6 


عل ا 
نلاحظ ان كلما اقرب + :شيئا فشيئا من الصفر فإن حلم يكير شينا فشينا وبالتالي 
() ليست له نهاية حقيقية وعليه الدالة / غير قابلة للاشتقاق عند 1 وللستقيم (7) 
يصبح يوازي ( /رعر) ٠وبماان‏ نصف الدائرة (©) هي نظيرة (6) بالنسبة إلى (/د ) 
فإن (©) يقبل مماس عند اية نقطة منه . 
إذن يوجد مماس عند أي نقطة من الدائرة (©) - 


لياس وم ااا سمه ٠.‏ 


العدد الشتق عتدكك ‏ 
0( م يد 1 


3( 0 ل 


كا 


لكي تقبل الدالة / الاشتقاق عند العدد © يجب ان يكون ,61 و 
5 اد ا 
0 جار 
)١‏ #ادرم ٠.‏ جزع5 


3 للدم قعل 5+7 قدي | (5 / ميا / 539 


وو 0 جرع 0 جز 


حيث : اااء 1 


منه الدالة /. قايلة للاشتقاق عند العدد 5-ه و 3-ع(5) بر 
2 218 زط . #لعه 


تاحا-لط )+ (اجعاة ._ (نار- جور 
7 لندلاة _ - زا 


0 جم 0جزر 
20-4 ++ 2 افقو 


0 جم 
3د( 13ا+م3) هذا ل تعد 5-8 
جام جم 


منه الدالة / قابلة للاشتقاق عند العدد 2-ه و 13-(2)'/ 


بس سس سس رمس 


سسدةد 


3 | -#لدرط 2 #اعه 


1 
3 كثيقة 17 3 
3-28-3 زع متغطة ود تنا 
[27+3)زمم ها 7 7 
0 جم 60 جام 0 حال 
9 3 +328 وت 
0 جم 


مته / قابلة للاشتقاق عند العدد ه و 2--()ر. 


سس يه السام 


“ الحل : 
0-(6/ , 3-(6ر , زمار 
2 حساب : (0 'ر 


(0) ”/. هو ميل اللستقيم الذي يشمل النقطتين 0 و ]2 : 4 35 


. ©: لمعا ايفن بادا لت اللا فيط 


+ شح زمر ومعادلة للماس للمنحني (/) عند التقطة © هي : +( 0) "ير دير 
2-0 
2 


بالتعويض نجد + <4 -بر 

ه حساب: (© '/, 5 

(2) / هو ميل اللستقيم الذي يشمل النقطكيّق (3,. 2) ,4 والموازي ل : ( /) 
وبتالي : 2(20) “ر 


-.. د 94 


يو 


الدرس الثالث 
ومعادلة المماس للمنحني () عند النقطة (3, 2) واء هي ؛ 3 -(2)/ - بر 


6 حساب (4) '/ر 

(4) "/. هو ميل للستقيم الذي يشمل النقظتين (0, 4) 4 و (2, 35) ,1 وفنه : 
2 .20 إن 

4 ع 7 - 1/1 

ومعادلة اللماس للمنحني (/) عند النقطة (#م) هي : (4 -ع) (4) "بر + (4) ردير 

(4-)(41-)+0 - ب بالتيسيط نجد ؛ 16+ 4- دبر, 

0-6 


0 تطبيى ‏ © عمسجهز تعيين معادلة الماس باستعمال عبارة الدالة عه 


معادلة مماس المنخني (2) عند النقطة ذات الفاصلة :2 شي من الشكل : 
(ود-ع)( م”/ +( )/ دمر حيث : /ر دالة قابلة للاشتقاق عند العدد د 


119 -(لخفاك رمن -(4)' كر 


جام جار 0 جم 
منه معادلة المماس ل : () عند النقطة ذات الفاصلة 4 هي : (4 -+) 12+5- بر 
بالتبسيط : 2351-8 


2) الدالة ؛ 1ج #يد2 جوج قابلة للاشتقاق على !/ وبالتالي فهي قايلة للاشتقاق عند العدد 1 
28 به 3 
ولدينا: اننا الخللكون لال(لغللمن دروم 
0جم, جام 
3-(2+3) رون - الختل 2 ون 
0 جم 0 جم 


ا ل 3000 


منه معادلة اللماس للمنحني (') عند النقطة ذات الفاصلة 1 - رد هي ؛ (1-:) 2+3 <نر 
بالتبسيط نجد 3-١‏ دير 


3) الدالة جرم قابله للاشتقاق على [4]-4/ وبالتالي فهي قابلة للاشتقاق عند 5 - :: 
2 
22 5 
و لدينا للقتقامن كف قا لفنة كن( */ 
0 جم 0 <- رز 
2 
١‏ لحمو ستحب هناك + لبو 
8 ([1+م)م ' 1 0 - 
0 جم 
ومئه معادلة المماس للمنحني (2) عند النقطة ذات الفاصلة 5 - ريد هي : (5-:(1-)+2 دنر 
بالتبسيط نجد + 7++- دنر 


لدالة 20-3 
4 2- 


[ع- زلة ولدينا: 
1 3+( +20 
2ح اخلوونا (ا,-لشختكون 102 


0 جر 0 جم 


ا و ا روك 
(ادم] [1-م)/ 


0ط 0 جم 
منه معادلة اللماس للمنحني (/) عند النقطة ذات الفاصلة 1- ,زد هي : 
(1-ع)(7-)+5-دبر 
بالتبسيط نجد : 2 ++7- دير 


باد قابلة للاشتقاق على [2)-// وبالتالي فهي قايلة للاشتقاق عند 


2 الدرس الثالث 


الحل : 

1) النقطة 4. تنتمي إلى الستقيم ذوا المعادلة 22+3 -72 ومنه ٠:‏ 3+,,:2 - بتر بالتعويض 
نجد : 13- ,نر منه : (13 ,5 وبماان 4 هي نقطة مهاس فإن 4 تنتمي إلى (7) 
وبالتالي 13-(5)/ر 

م ميل للماس للمنحني (,) عند النقظة 1. . وبماأن ميل الماس هو 2 فإن 
0-2 


2) النقطة 8 تنتمي إلى المستقيم ذوا المعادلة 0 در وبالتالي: (0, 2) 8 
بما أن: 8 هي نقطة المماس فإن 8 تنتمي إلى (7) وبالتالي : 0 -(2) ع 
6 20 وبما أن ميل المماس هو 0 فإن : 
0-<(2اع 


1( 00 نت للدالة /ر رفوي لصوم . 0 


.ب) ارسم مماسات للمتجى (7) لوقتعدافة #توسل فيه 5 -. 00 8 


“ الحل : 

)١ )1‏ بماآن / هي دالة كثير حدود من الدرجة الثانية فإن بيائها هو قطع مكاشئ فاصلة 
ذروته هي حيث: امعرون وان عه بالتعويض نجد, 2-0 20509 
هو 4 بماان: 0)ه و 0 (ك فإن النحى (/) مشدود نحو الأسفل ويقطع ( “د +) في 
النقطتين ذات الفاصلتين 2,2- 

ب) رسم المماساث للمنحني (2) 


- معادلة المماس ل : (ز) عند النقطة ذات الفاصلة ‏ 2- هي : (2()2+2 -)ثر +(2-) ير - بر 


عن 1(24-)سناد (2/-(شخق كرون -(2 )عر 


0 جام 000 


إذن معادلة المماس هذه تصبح كما يلي ؛ 8-:+4::1 - نز :(ر1) 
معادلة للماس ل ؛ (7) عند النقطة ذات الفاصلة + هي : 


ب( 

لفك كشك رب, 
0 جم 

١--(1-م)‏ ميزه الحالك 

0 جام 0جامق 


إذن معادلة الماس هذه تصبح كما يلي: 1 


.ىد برنزيه) 


ت معادلة المماس ل : (2ز) عَنَن ليق قات الفاصلة 0 + 0 بر 
0 متتونا- 93 لم هذا > (0) "ر 
إذن معادلة اللماس للمنحني (2) عند النقطة.ذات الفاصلة ) تصبح كما يلي : 
4 - ترزز(ية) 
2, معادلة المماس للمنحتي (72) عند النقطة ذات الفاصلة 2 هي ؛: (2()2-2) /ر +(2) /ز در 
بما أن اللماس يوازي المستقيم :ذوا المعادلة 5+ 4- -:ر فإن لهما نفس اميل أي + 4- -(7/)2 


وبتالي : (2-+)(4-) +0 -نر بالتبسيط نجد : 8-+4+1- - نز . 
الل روه 


اذا - 


مضي المماسين لمتحئيين عند نقطة تقاطعهما ةا 


|| نعتبرالدالتين /ر و بم العرفتين على 8 ب: 211+ 0 
ٍ عمقي -(2)م ‏ 3 ٠.‏ . 

م ])ارسم عم تعاب ومتجد 2 1:7 07 ] سنن 0 0 

| للدالتين ثر و ج على ازتيب | 00 0 

2 يبنا اجنين () و0 يخاطان فنقطتين و 8 حيث فاصلة 
موجبة تماما ولتكن :د 

ب) اوجد قيمة العدد الشتق ل : و م عند العدد :د شم ارسم المماسين كد 


() و(7) عند 4 


الا شتقاق 


01( و بماأن الدالة /. هي داله كثير حدود ‏ ---- 
من لدرجة الثانية فأن بيانها عبارة عن " 
قطع مكافئ ذروته ([1,0-) 

0 وبما أن معامل *< موجب 

و 4-0 فإن المنحى (7) مشدود نحو 
الأعلى ويقطع ؛ (#دع) في النقطة ذات  ١‏ 
الإحداثيتين (1,0-) ويقطع:؛ (#ر/ر) 7 
في النقطة ذات الإحدائيتين (0,1) : 
5 بماأن الدالة م دالة كثير حدود 
من الدرجة الثانية فإن بيانها عبارة عن 17- د ع 1 
قطع مكافئ ذروته النقطة ذات 0 انق تعدو ف 0 5 1 1 7 22000 
الإحدائيتين (2,9) 
- وبما أن معامل © سالب و 4(0 فإن المنحى (7) مشدود نحو الأسفل ويقطع (+») في 


النقطتين ذات الإحدائيتين |0. 2- جد و0 علجند) و يقطع (/ز () في النقطة 
(0,1). 


)١ )2‏ لتعيين نقاط تقاطع (,) و (/2) نعين الأعداد الحقيقية :« التي تحقق : ()ع -(2)/ 
ماع دنار تكافئ . 382-61-0 . 
بعد حل المعادلة 0-+ 32-6 نجد؛: 0-: أو 2 -+ ومنه المنحنيان (7) و(/) يتقاطعان 
في نقطتين 4. و 8 حيث فاصلة 4. هي : 2 وفاصلة 87 هي 0 
ب) العدد الشتق للدالة /. عند العدد 2 - ند هو (2)/ر . 
6 ررك« -(2)/ 
0 جدزمق 
العدد الشتق للدالة م عند العدد 2 - ود هو : (6/م حيث ؛ 0-(/2-)15! 0 


1 
- رسم المماسين 16 
معادلة المماس للمنحني (,). عند النقطة 4 هي ٠‏ (2-:)(2)/ +(2)/ - بر بالتعويض نجد : 
(2-) 9+6 :«ريالتبسيط نجد . 3-+6- نر . 
معادلة المماس للمنحني (7) عند النقطة 4 هي : (2 -2()2)# +(2) م - نز بالتعويض 
نجد: 9+0 در متك : 9دنر. 
مس لك سسبسسسلة 


0 


ل وسلدة < 


الحل : 
بما أن النقظة 4. تنتمي إلى (2) فإن : 5-(2)/ ومنه ينتج : 25+3-5 +40 
بالتبسيط نجد : 44+28-2-0 أي : (1).... 1-0-ط+ه2 
بماأن معامل توجيه نلماس للمنحى (2) عند 4. يساوي 2 فإن 2 -(2)"/ 
الدالة / قابلة للاشتقاق على // ولدينا : من اجل كل + من ١1‏ 5+ م2 -(:0) 7 

2 -(2)/ تكافئ : 2 -5+ه4 هنه ؛ (2).... 6-2-4 
بتعويض قيمة 5 ف المساواة (1) نجد : 20+2-46-1-0 بالتبسيط نجد : 260+1-0- 
اي -» بالتعويض قيمة 4 في امساواة (2) نجد , 8-0 


إذن: / معرفة كما يلي : 3+ + -()/ . 
هه 


تطبيىئ . ©: لمصنة تعيين معادلة قطع مكافئ علمت ذروته :ينعا 


بماأن النفطة 4 تنتمي إلى (7) فإن : 0 -(1)/ 
0-()/ يكافئ: (4.. 0-م+و+2 
بماان 4 ذروة للمنحى (2) فإن العدد الشتق للدالة / عند :د يكون معدوما اي 0 -(1) "/ 
الدالة / قابلة للاشتقاق على 5/ ولديئا : من اجل كل د من 8ل + مجحه -() “/ر 

0-() ”/ يكافئ : 4+0-0 ومنه : 4--6 نعوض قيمة © ق للساواة (!) نجد : 86-2 
بالتالي الدالة / معرقة ب 2+بيه4- 2:2 -(م)/ . 


" 


5 الدزس الثالث 


تطببى . ©: لمانا التقريب التألفي لدالة -- القيمة التغريبية ‏ بيه 


4 عند العدد‎ /)8(- <* ٠ احسب العدذ الشتق للدالة “/ للعزفة على 8/ بالعبارة‎ )١ 
اوجد تقريبا تألقيا للدالة /ر اج قي اودري ال‎ )2 
ٍ -)4:02( 


الحل : 

1) الدالة / قابلة للاشتقاق على 78 ولدينا من اجل كل + من #/ ١‏ 22 -(:) "/ر 
ومنه ؛ 224-28 -(4) 'ثر 

2) الدالة م المعرفة في جوار العدد 4 ب ١‏ /(4) '"/ +(4) “رجفم هي التشريب التألفي 
للدالة كر ف خبوار العدد 4 ,7 
إذن: 16+87( 8+ 4# -(م)ع 


- استنتاج قيمة تقريبية للعدد '(4,02) , 
2 +4 - 4,02 أي ؛: 0,02 دم 


لديناء /16+8-(5)ع -(+4)ثر كون. *(4,02)-(/+4)ر 
إذن 16,16 80,02 +16 :(4,02) 


منه : 16,16 هي القيمة التقريبية للعدد “(4,02)إلى 10-2. 
لل سس لوقه 


تطبيى . © مم3 التغريب التألفي لدالة تناظرية ددالة واوء لمن ان مياسن 
)١ 5‏ لتكن الدالة / المعرقة على 17ب دهنة - ()/ . 
)١ ْ‏ اوحجد تقريبي تألفي للدالة / عند العدد 2 


١‏ ب) استنتج قيمة تقريبية للعدد كما 


ْ 2) لتكن الدالة م اللعرقة على *18 بالعيارة : ل داع 
)١ ٍ‏ احسب العدد اللشتق للدالة # عند العدد 2 ٠‏ ٍ 
| | ب) استنتج تقريبا تالفيا للدالة م 0 


|1 قيمة للعدد 
حسب تقريبية 7 


“ الحل : 
1) ١)الدالة‏ “م قابلة للاشتقاق على 7/ و لدينا من اجل كل < من 8#/ ؛: «قمه -(/ 
فد قذي اة ود لت ايب 2د 
ومنه : 5 -[)/ ولدينا : 4- تمه [ج)/ 
يدن الله , م لِك وم هي التغريب التالفي للدالة / في حوار العدد 2 
2-2 0 : 6 
ب) استنتاج قيمة تقريبية للعدد : لدو 
وت ج30 _ 31 خوط جنا 
ع م ع د00 ومنة ؟ 2 112 
د 1 212 : 
لديئا مد زمه ج/ ومنه : 7 كير ل + - - 2< وأو بعد الحساب نجد 
# 317 
054 دوأو 
)١ 2‏ الدالة © قابلة للاشتقاق على #/ ولدينا من اجل كل + من #/ ٠‏ #2--()8 
ومنه , 4-- 2د -(0)ع 
ب) لديناء 4ت-(6)م و 80(>4 
الدالة , لدجم ع دبيبي ند > في جوار العدد 2 
استنتاء للعلد حجخب 
بوضع : 2 - + و 2-ن< نجد : 0,002 - ند -: ع[ 
لديتا 4+« («جماع ومئة: : 20002 !د يي اتاب تج : 
ا كدر 
1 20022 
م 1 
تطبيئ . 0© : نميه تعيين عبارة دالة علم تقريبها التالفي اياج 
/ دالة معرقة على 1# يب 4- عب د(ع), احيث: 3 عدد حقيقي | 
- أوجد العدد 6 بحيث الدالة 1 تقبل في نقطة فقصلتها ,:: التقريب التالفي : 
347 برل رن : 1 
7 
7 


ا 5 الدرزس الثالث 


الخحل : 
5 /. ف نقطة فاصلتها ود هي الدالة للعرشة ب: :/(0)"/ +(0:)/ر جا ء! 
وبالطابقاة نجد : 3-+( ودار و 4-(ود) كر 
3--(متغر تعتي : ا 8-1-0 +2ة- 
4 -()"/ تعن ؛ (2)..... 5-4 +ودة- 
من المعادلة (2) نجد ؛ ربد 2 +5-4 وبتعويض 3 في () نجد : 1-0- ود(ود2 +4 + ذود- 
بالتبسيط نجد : 1-0- ريرك + رد 
بعد حل المعادلة ذات المجهول ,ند التالية 0 -1- رزذ4 + “رد نجد : 
5 +2- 2 ييز : 2-5 ع نه 
- إذا كان + 2+5 - مد فإن: 2/5 -5 . 
- إذاكان 5/-2-- مد فإن: 2/5--ة 
أدب ماتيا 1 


مجن حساب الخطاأ المرتكب في التقريب التالفي إايكعة 
|| ان ردقه سرف طن 14 7 0-2 . 
1) أعط تقريبا تألفيا للدالة /ر بجوار العدد 1-. 

ٍ 2) تحقق أن لخطا للرتكب في هذا التقريب هو ؛ (8-3) 7/-(0) 8 

ا قويين انه إذا كان ؛ 1</<-١‏ هإن , */80)0(5-2 2 


4) باستعمال نئيجة السؤال 3) أوحد / بحيث: : 

3003-0 آن) اود ووو ال 0 
, الدالة / قابلة للاشتقاق على 1# و لدينا من اجل كل + من #/ + *3 -( <) '/ر 
ومنه. 3-(ا )ير و 1--(1)ر 


5)أعظ قيمة تقريبية للعدد 0,99(7-) ثماحسب الخط اركب و هذالتقريب ».ا 
الدالة + / 1+3- ج:/ هي التقريب التألفي للدالة /. بجوار العدد 1- 


الخطا للرتكب في هذا التقريب هو : (/)9, حيث ؛ 
(38+١-)-(م+ا-)ر‏ -()ى 
1-37+ '(+1-)- 
1+37-372+77-3+1-ع 


0 


 __قاقتشالا‎ 


(م+2)3/- 3+ 3/2-ع 


3) اذاكان : 1-</<1 فإن : 4-<3+7- < 2- وبضرب حدود هذه المتباينة في العدد 


7 نجد ؛ 7 4<( +3-) 2/< 287- ومنه نستنتج ان : 5-22( )3 


3)(>-212 ءانيدل)١‎ )4 


حتن يكون 1->()9 يجبان يكون 1->2/2- ومنه نجد . 2 ا 


7 يكافئ ؛ ]ا طم أو ليد اداءم وبالتالي حتى يكوّن : 5-1( 39)7 


لدعي[ أا| كن د 

ب) حتى يكون ١‏ 0,5->(9)8 يجب أن يكون ١‏ 0,5-> 2/2- 

ومن ة ند ؛ ددر أي ؛ 0,25 < 2,/ 

25 < 2/ يكافن ؛ [1 , 0.5 ]لا] 05 -,1-]ء/ 

+ بوضع . 099--+ و 1-- ود نجد ؛ 0,01 - ند -ير -/ 

1+38--(1+8-)/ وبتعويض قيمة / نجد 1+0,03-- 2- 36 -099(7-) 

ومنه ؛ 097- - '(و0,9-) . 

الخطأ الرتكب هو 310 >10-(900,01: بالحساب تجد + 0,01(2-2,991074) 3 
له ل تددم 


للدت سس <رجج دا ادل : عه 


و4 ا فاساتها مسسومف : : 

نريد تعيين كل القطوع المكافئاة (2) ذات العادلة : ار ٍ 
|| حيث : 0ه و:8 :+ عددين حفيقيين : ماك اسم 4 

0 بين ان المعادلة (7) تكتب على الشكل 3خع + نهم دير‎ )١ 

2) (مر. 6) هما احدائيا ذروة القطع للكاضئ (7) ْ 

أوجد علاقة مستقلة عن © تربظ 0ز:و هد دم تددج ان هذه النروات , 

تنتمي إلى متحى يطلب تعييشه . 2< 

3) أرسم القطعين المكافئين اللذين معادلتهما : 


تجعبت در : وجير رط سير 


1 الدرس الثالث 


الحل : 
1) احدائيا النقطة /, هما (0,3) نضع : ع جع ؤجة بره د(م) /ر 
بها أن : 4. هي نقطة التماس ل؛ (7) و (خ) فإن: 3-(0)/ و ١-(0)/ر‏ 
3-(0)/ تكافئ 23+ 
الدالة /. قابلة للاشتقاق على 7/ ولدينا من اجل كل + من 1# + عع ه 2 -(0)"ر : 
/)0(-١‏ تكاشفئ 8-1 ومنه معادلة (2) هي من الشكل : 3+ + تيم >-(غ)ر دير 


2) بماان (ور, م:) هي إحدائيتي الذروة فإن مر -(0:) ر و 0 >( ود) غر 
0>(وراار تكافئ : 1-0+: 20 ومته : ده مع ؛ 0غ ود وبتعويض 30 ف عبارة 


( :د)/ نجد؛ تجود+ “دسح -(وه)/ - ور بالتبسيط نجد : 3+ ودح - وار 
النقط ذات الإحدائيتين (ور, ) تنتمي إلى الستقيم (/4) , ذو للعادلة ٠‏ 3 ++ - بر 


3) رسم القطعين المكاشئين ذوي لمعادلة ؛ 


3ع مدير 7 3+ع+ تطبر 


- حالة القطع ذوا للعادلة : 3+ ع - بر 
ا 1 

22 منه ١-دند‏ بالتعويض 4 
في معادلة (4) نجد 25 - وزمنه 

(2,5 ,1-) هي إحدائيتي ذروة القطع 
المكافئ في هذه الحالة 

بماأن؛: 0 (6 فإن القطع اللكافئ يكون 
مشدود نحو الأعلى : وبما أن 0) 4 فإن 
القطع الكافئ لا يقطع ( د ) 


- حالة القطع ذوا للعادلة + 3+م + ترد بر 


حم د دم مته : 1< زد بالنعويض في معادلة : (©) نجد: 3,5 > وز منه : ([35, 1( 
هي إحداثيتي ذروة القطع الكافئ في هذه الحالة 
بهاآن 0) 5 فإن القطع المكاقئْ مشدود نحو الأسفل 


وبما أن : 4(0 فإن القطع الكافئ يقطع ( '« *) في نقطتين فاصلتهما : 1-5 , 5ل +ا 
مب سس سن ووو 


لع 


-احسب (0) "كر محددا مجموعة قيم » التي من اجلها يكون هذا الحساب 
ممكنا في كل حالة من الحالات التألية : 7 


كن زمر 8 6 سحل رار 0 90-1 


م علب -عو-(6, .كا «موءد ةر © جيج +(مال. 


605 


ل الحل : 
|) مجموعة تعريف الدالة “رهي: [1]-2-18 
الدالة 7 قابلة للاشتقاق على 7 ولدينا مناجل كل + من 2 : 
3__ 5+ع2+:2-2ر (كق+<)(اع- للكت )مر 
ال-0 01 دع *(-1) 


2) مجموعة تعريف الدالة /[ هي: | 3د |-م-م 
الدالة / قابلة للاشتقاى على 7 ولدينا من اجل كل * من (/ : 


(-٠)(2)-(3+ع2()2)_ن.‏ 
3(7++2) -()/ 
0-2-6-2 د + 6-2 ثيه _ 
2+3(7) 37++2) 
3) مجموعة تعريف الدالة / هي ٠‏ [ 0]-// -(/ 
الدالة /, قابلة للاشتقاق على 2/ 


ولديئا : من اجل كل + من 2 .هخ +( 


4) مجموعة تعريف الدالة / هي : [2-]-1-18 
الدالة /ر قايلة للاشتقاق على 7 ولديتنا من اجل كل +« من 2 ٠:‏ 
1 1)1)-)-(2+)*0 : 
“تاستةتتكت - - 5- 
ليد 2 ++) نك 
5) الدالة / معرفة على #/ وقابلة للاشتقاق على 7/ 
و لدينا من اجل كل + من 18 :وم + ++ وأة -() (دومة) +( مزه)(1) -()"/ 


6) مجموعة تعريف الدالة /. هي مجموعة الأعداد الحقيقية بحيث + ؛ 0 ع رومن . 


315232322992-0207:ئ 


0-عده» تكافئ : 7غ + 2 ولديئا من اجل كل د من ([2-]-8/ سف 0 


م حيث: دعء4+ ومنه مجموعة ثعريف الدالة / هي 


إ, جم + ٍ -11 -12 ومن اجل كل + من ( لدينا: 


3) تند زمار بوضع : 33+2 -()او 2 دب د( 
كد جحدومهء _ علد ملو )-ل2ومه)ل!ا _ 
*ووج “(دومع) -00/ : تصبح . (] -()/ 
-352 الدالتين « و ؛؛ قابلتين للاشتقاق على 8 ومن اجل كل * من 1/ بحهث . 1-2 
لدينا 

تطبيق ٠‏ © ا 0 #ستييي ‏ بع 0 -720 

: 1 
4ه ___(2+ج3 عط سه 1 
27-+-) م 
أن تسجدي مور دمن نجل كل : (2-)-8>: انا ء تسح( 
م جك زور 0 ها مر م «منو[2+1)-(»)ر بوضع؛ 2+1 -(م)» و «دة-(»)< تصبح ٠‏ 


«ز(ع) »دل / 
0 9 قابلتين للاشتقاق على 1# ومنه الدالة / - : قابلة للاشتقاق على /ر 
ولدينا من اجل كل : من 7/ 
(ع) سل ء)«جلم) »0 :-( ») / 


)1 4 #د)(دقهة )+ 0 2 - 


ع عقوت عوط وار ...بارج لسلا 


الحل : 


1) الدالة /ر تكتب على الشكل , 0154 -( +) /ر 
الدالة # قابلة للاشتقاق على يدم و ” قابلة للاشتقاق على 7/ ومن اجل كل 2 من 17 


بحيث : م 
(ع) »1 كلما لماك زر 


7-ج جة بر4 _ [3+2+ة +2)2-(10- -41+3()2) _ 


دومه[ 1+ 2 ) + ع مه +2 


ى بوضع. 5-!-()» . 0 د( )» 


تصبح : 7 على شكل 4 +(): -(»)/ الدالتين « و « قابلتين للاشتقاق على جرز 
ومنه الدالة : جوع / قابلة للاشتقاقّ على 77 


ولدينا : من اجل كل + من #/ : 
1 -2( )1 -2) 2ب قط -زء) «سبرء) “-(ء) /. 
إذن من اجل كل + من 1 ٍ 11 () 1 


6) يوضع : 2-+ -(2) دو 1-+2+3-()7 تصبح (جار كما يلي ؛ 
+)«(ع)س دزءعا)ر. 
0 3 قابلتين للاشتقاق على ؟// وبالتالي الدالة 7ل ع قر قايلة للاشتقاق تل 
1 ولدينا : من اجل كل + من 1/7 : 
() لم “«جزم) «() -(م/ 
(3(6-2+ء2)+( ددوة+2)()- 


>”لكأك>00>””““ت ا 00 0 


2 الدالة (تعتب علي لكل ٠‏ () «جلم) سسدزار 
[-بر4 د(ع) و ج- ١60‏ : 
ع يي 1 والدالة ٠١‏ قابلة للاشتقاق على : ( 2) -:// اطق 
قابلة للاشتقاق على : [ 10١1-1-2‏ اي : (1-2-:// 


ك١‎ 


١ 1‏ [[ الدرس الثالث 


7-+3242- مدع 22 +]-بر3 بد 
2+ +2 382 
7 - 
6 +512 6+ 2-5 -(/ 
بوضع ؛ 2 ++ 3+ * -()« و 6+م5-< + () 7 الدالة ث/ر تصبح: در 
الدالتين: ‏ و ١‏ قابلتين للاشتقاق على 17 : 
6-0 +ع 5- م -( :)+ يكافئ؛ 4 او 3-+. 
ومن اجل كل : < من 7/ بحيث : 0 غ:() ٠‏ 
اع /ا-اج)<(ع )”7 
(عاسلع لعا لعل زمر 
)600 
عمف مف [تجحتجت )لقع )-[وية- ت)(قبعة) 
*([6++5-+) *| 6+عر5- تر 


اذن من اجل كل +« من [3,4)-17 : د و 72 


تطبيق ١_0‏ غسة تعبين معادلة منحني يقبل مماسا يعامد مستقيم معلوم إيينة 
عين مجموعة قيم 77 بحيث النحى ذوا العادلة : م -ر يقبل عند ١‏ 


النقطة / ذات الفاصلة (1-) مماس بعامد الستقيم ذوا للعادلة , 


الخل : 
الدالة “ر حيث : (2) / -نر قابلة للاشتقاق على . [ س2 -]8-1/ -7 , 
ولدينا من أجل كل + من (1 : 


) 7-2 )( 1)-( 1 + جا 041 -() “ر 


“(م2 +ع) 
2 ا 2ب - “ا 


+( ب 7 “20+ 


2 آذ 2_2 )مر 


0 
2 الدراسة الجزائري 


* سم ججم4-] “(س2+ا.) 


المماس للمنحى الممثل للدالة / يعامد المستقيم ذوا للعادلة ٠:‏ 22-2- - بر هذا يعني أن : 
-20010»2--١‏ 


فب موت ىر انلاعات 
1+ 4- ثم 4 »)م 11 


8 
3 


بالتبسيط نجد : 3-0+:7 4+ منه : اعفد 
إذن حتى يقبل المنحني مماس عند النقطة ذات الفاصلة 1- يعامد المستقيم ذو المعادلة 


|--2+(1-) "“ر- يكافئ : ا-رمة + 2م 4-4 - *م4- 
3 


3- 
2-2- بر يجب أن يكون : 7 - م 


بواعصيج سسيهه 


تطبيى . 09 مويه عد با ل راب 0 553 
لتكن / دالة معرهة على ]-+.3[ل] 3-,--[ كمايلي ١‏ 
0 تي تغرض وحودكا عان يدوي .. : 


ا ل 
لتكن الدالة )1 العرفة على ' #/ ب 8 0 


ام اسدتدح ر لال 0 01 0 0 
2) احسب 0 1 0 0 


الحل : 
[) تلاحظان: 2(() 7)-(:)؛ ؛ من اجل كل : من المجموعة : 
]+ 3[لا]3-,ه-[ءم 
الدالة ,7 اده تور ند / متبوعة بالدالة مربع ”1 أي؛ (ثر ه/)- لا 
بر )7 
أن لالجل كن »د من 17 لدينا ؛ 
() [رم/) -(م) "نا 
(() ر) اع«( “و - 
(() / 2«( كر - 
() 0(7) و2 - 
لذن ١‏ كر »اث 2 > 'ز1 
من المساواة : / »ا”ر 2 - '/] نجد : در 


هناجل كل + من (/ لدينا لسك 


و من من اجل كل + من (/ لدينا : ا عب( 27 
11 


- إذا كان : ا 0+ 2]لا[2-.ه--[ععم فإن : 4<0-تر ومنه .([2-4)-0)/. 
- إذا كان : ] 2,2-[ع ند فإن 2-4)0 : ومنه ؛ ( 2-4 ) - -()/ 
الدالة : 4-*د جم قابلة للاشتقاق على ] © +, 2[لا] 2-,--[ 


والدالة( 4- #د) - جم + قابلة للاشتقاق ) 2 , 2-[ بالتالي الدالة / قابلة للاشتقاق على 
[2,2-]-8/ يبقى لنا دراسة قابلية الاشتقاق / عند؛ 2: 2- 
* قابلية الاشتقاق / عند 2- 


بوضع : 2-2يىيد و 2+7--ع نجد : ( -لفسمعل_رن, 
1 - 1 - 7 200 


هه ىر سود 4تون دز) بسنا 
0جكرر واحجلم (حكلزر 
4-]|4-ى |منا- .0-4 كادي رم دنا 
مجلم 8 
مجم (حلرمر 
ييالى بيد أده ليست وحيدة فإن + /. غير قابلة للاشتقاق عند : 2-- « 
+ قابلية الاشتفاق عند 2 


2 
4 
يودع تدم وموس بين أفخف| إهلى ]لك رار عمو 


4--|85+4|- مشاع نيلت بون _ري), ذا 
نإو حوبي ور موك 


كش 


7 لقن اددلة هط تجا وبحت ١‏ ل ال ١‏ جيه ١‏ 
؟ 


4 -|4+م | دنا اعفاد -(0)» ارا 
يب ول 

يماإن [/)4 "11 ليست وجيدة فإن؛ / غير قابلة للاشتقاق عند : 2 - :د 

2ه 

: لموعة مماس مشترك لمنحنيين جع 

| ليعن: (::) و (و) قطعين مكاظنين معادلتهما على التوالي ٠‏ ... 

ا 4+6 +7 د بر و اكجع14- تردير. : 

| بين ان للماس (4) للمتحى () في النقطة : ( 4)3,9 


تضع . 4+6 +2 -(2)/ و 00 

اك+ع14- 2زدز(واع 

معادلة اللماس ل: (,7) 

عند: 1 هي من الشكل : 

(3-()"ر +()/ دير 

بالتعويض نجد : 

(3-(2)+ودبر 

بعد التبسيط نجد ؛ 

15 ++2-د نر :(ن) 

نفرض ان المماس (8) 

يمس (:/) في النقطة ؛ 

(نررذد)8 : 

ومنه . 2--(60 8 

2- -() م تكافئ ؛ 2- 20-14 تكاشئ : 6 - هد 

وبالتالي : 3 -(6) بم ور 

إذن للماس (خ) للمنحى (:) عند 4 يمس أيضا (:2) فقي النقطة 8 حيث : ( 6,3) 8 . 
: بهي ب ب هيم غلك 


ككتكتكتك7 تآ 


2 


24 


| يمس (دي) والنقطة 8 يطلب تحييتها حم ارسم () و () و (8) ل نفس 


| اليك التمثيل البيئي لنالة 1 ل معلم متعامد ومتجانسن 3 "0 0 ُ ظ 

كما هو مبين ف الشكل المجاور .. 0 
ْ 0 بيان الدالة م حيث. 1-2 ودء(0 
ا 0 5 3 


00 06 


ا 1 ولنت! 
0 بي 
- 1 
0 0 | 32 


10 


“ الخل : : 
لدينا : من اجل كل + من [ 6 ,2-] : ()# -()"/ 
ع كمومه 2 00 الع ا 
بماان: 3-(0) م فإن. [--- 

2-3 +(0) /ر ومنه: 


(4-3-0خ 


كما يلي : 1+()/ - د تتحصل على ببيان النالة خ 
يسحب المنجى الممثل للدالة /. بواسطة انسحاب شعاعه أ -(0,1) 07. 
جو الك 


تطبيق . ©_: مهد ان كارا يض ةرمط لد 


8 ادالة معرهة على 1 بالعيارة ١‏ ع+ ةج 0/0 
| عنين الأعداد الحقيقية ؛ ©, 2,2 بحيث ١‏ 12-(1)/ و سوير 
والستقيم ذوا امعادلة : ٠‏ 36+1ت- رماس للمنحى للمثل للدالة را 


----2 


الحل : 
2 -(اأكر تكافئ ؛ (12.......0-ع+م+ه 
3-(1)/ تكافئ : (13.........)2-<20+86 


المستقيم ذوا المعادلة 1++ 3- نز مماس للمنحى (<) هذا معتاد أن : 


الجملة ذاث المتغيرين ( «ز , <) لها حل وحيد ‏ (1) ا م 


من (!) و(2) نجد؛ »565-13-2 , 6-ه-12-» 
13+6-ه-12-ء أي؛ 1-هده بتالي: 1-ه ++ (03-2+ ده -(/ 


2 
5 1-م +ع(م03-2+ 2ع م دنر 
الجملة (1) تكتب على الشكل : 0-6 


حتى يكون للجملة (1) حل وحيد يجب ان يكون للمعادلة : 
١+ح3--1-1+غخ(م03-2+:21‏ حل وحيد 

بعد التبسيط هذه المعادلة نجد : 2-2-0 + (ه2 -16) + نين 

(2-ه)- *(-8) ع1 منه 64+ه 14- - ع2 + 2م- توجن 64-16- 4 


0 - يكافئ 5-8-7 
إذن الدالة /, المطلوبة هي : | 2 : +مرة-()/ 
5-5 
تطبيئ . © : مسف تعيين مماس لنحني علم ميله إنايعة 


لتكن الدالة / للمتغير الحقيقي + العرهة على 1/ ب : 
| 3+2 -()/ .وليكن () المتحى البيائي لها قي مستوي منسوب إلى معلمع| | 
: متعامد ومتجانس | أ 1 90 : ظ 
| برهن ان ()) يقبل معاس وحيد معامل توجيهه 3١‏ ثم عين إحدائيتي نقطة ظ 


37 5 ومعادلة المماس ٠‏ 


الدالة / قابلة للاشتقاق على // ولدينا مناجل كل + من 18+ 2+2 -() 'ر 
يما أن الماس معامل توجيهه 3 فإن معادلته من الشكل : » +: 3 - بر ء ؟الاع 4» 
(4) معاس للمنحتني (/) هذا معناه ان 3-()/ حيث : د فاصلة نقطة المماس 


اك 


3 >( "/ تكافئ ؛ 20+2-3 ومنه ؛ + - ود 

منه توجد نقطة وحيدة ( مز , 30) 140 من (/) يكون فيها (4) مماس 
(مما/ - وبر منه . 3د وير وبالتالي؛ [ ,)مك1 

- بماان 140 تنتمي إلى(5) فإن ©+320- وز منه + مدة- ربز - بع 
بالتعويض نجد : 3-33 - > بعد الحساب نجد , 4-- > 

- إذن : 3-1 بر:(ه) : 


“تاكتك 


هم موجن ماح وان ليوو حا الابما جيه امجح يجو 


لجيج ووم مجحجب_ لانن يج حا وت والحيحو جا جا الججو حج لخاال< لاي حدر 


هل الدوال التالية قابلة للاشتقاق عند 4 إذا كان كذلك فأوجد قيمة العدد اللشتق 


عندئذ في كل حالة من 


الحالات التالية : 


)١‏ 6+6 -()ر . 5ده 


2 5-3 + مد رار ؛ 
يك : 
2-6 ا 0 


2-2 


1 


-١ )4‏ زمار ؛. #اعه 
5) 4-(6/ خ##لعم. 


ليكن(2) المنحى البياني 
للدالة / في مستوي 


متلعواب اك مده تتطامك 11 


ها هه 
ومتجانس | أ 7 ,0 


مقا برسم * اسات ل (0) 0121 1 
8 0 


في نقط معطاة كما هو 
موضح ل الكل ١‏ 

[ ) احسب : 

()ر , (2-)/ ,)2 

2) احسب: 

(0 ”/ , (2) كر ,(2) “ري 
ثم أوحد معادلة المماسات 
في النقط التي فواصلها ١‏ 

0م 


حاجن عدانها عب ايحي الح وويود ملحيدي- 


ح 


وسددجج اعد 


اح حجد ب حانوا جح ويه ونا كه جايو جا ود يويد كينا 


مجع يي تمج بج ٠.‏ 


ججح جنم لجحومونن 


ليكن («) المنحى البياني للدالة 

/ كما هو موضح في الشكل 

المجاور . 

في كل نقطة محددة في الشكل . 

النحى () يقيل مماسا عندها 

1( احتسب ؛ 

(0/ر ,(2)/ ,700 

2) أحسب : 

(0) “/ ,(2-)”/ر ,() ”ير كم 

أوجد معادلات اللماس ل: (/) 

عند النقط ذات الفواصل ؛ 

١-28 

3) استنتج التقريبات التالقية ل: 

(2-)ل و (مجلر و (ضوه)ر. 
امح لس 77 


ليكن (:) اللنحى البيائي للدالة /. في مستوي منسوب على معلم متعامد ومتجانس 
اوجد معادلة المماس ل:(/) عند النقطة ذاث الفاصلة ::. في كل حالة من الحالات التالية: 
)١‏ اجعة د عار تيد 

2( ةزر :2 3022 

3) ا-عة »+ 0ن .. لددور 

4) ا+تدد+ تمد ز)/ر . 2-دود 


3( ثم -()/ ٠‏ 2-1 ور 


6( 2+3ل+-()/ 10 
2 
7 عن دمر . 4دي 


أ) مثل للنحى البياني للدالة /ر المعرفة ب ء 1- 2د-(2)/ 
في مستوي متسوب الى معلم متعامد ومتجانس ف 6 


2) د عدد حقيقي . بين ان الدالة /ر قابلة للاشتقاق عند ,د ثم احسب (»)'/ . 


ا اما 


1" يله 
توا --0035م0غةة# ااال .... - 
[ 3) ارسم المماسات ل؛ (//) عند النقط ذا ت الفواصل ؛ 1 ١,‏ - , 2 , 0 
77 اك 
)١ ©‏ مثل في معلم متعامد ومتجانس | أ , 7 ,0 ) للنحى البيئي للدالة / المعرفة على 


#! بالشكل :+4 + 3ب -(ج)/ 
2) احسب العدد المشتق للدالة /. عند العدد !1 وأرسم الماس للمنحني (7) عند النقطة 
ذات الفاصلة !1 . 


حا نح لقتني 


هه 
الستقيم ذوا المعادلة 3-2 - نر هو المماس للمنحى () الممثل للدالة /. في النقطة 1 
ذات الفاصلة 2 . 

احسب (2)/ و (©) 7 . 


يويح حو حجن 


حت 
[) من أجل كل الدوال التالية أحسب العدد الشتق عند النقطة ذات الفاصلة : 2 - , 
حيث اعني4 دار :, 12-2 2() عم ,١‏ 0-2 
2) عين معادلة المماس لكل منحى عند النقطة ذات الفاصلة 2 
اي 
لتكن /, ذالة زمنية لحركة معطاة معرقة بالمعادلة التالية : 2/-8 -()/ 
1) احسب السرعة اللحظية عند اللحظة 3 -/ وعند اللحظة 2+ - / 


2) أرسم اللنحى البياني الممثل للسرعة 
3)أحسب ()"/ر حيث: (/)-”/ يسمى ()) "/ التسارع اللحظي ) 
لسلس هه لل سد 


ليكن : (:) القطع المكافئ ذوا المعادلة : :2 + : ع بر 

1) بين انه يمكن اختيار قيمة ل : م نحيث»: 

المستقيم (4) ذوا المعادلة . م +< ددر يقطع (2) في نقطة وحيدة 4 . 
أوجد عندندل إحداثيات | 

)سم () و (م) ونش سم [ 9,7,2] 00 ء 


3) بين أن : (8) هو مماس للمنحني (2) 
2 


© لتكن ثر دالة معرفة على 5/ بالعبارة؛ د -() / 
+ 1)أحسب العدك المكشتق عتد 3 


: 2) اعط تقريبا تألفيا للدالة / بجوار 3 ثم استئتج فيمة تقريبية للعدد *( 3:001) 


سس سس سس مس سس سس جمس سس سه مسح ححص َس سس سح ع صصص سيم 


بى 8 يود موحي واموون د 
دمحو نيه : | ججح حد يج وود 6 حدم جحي 


د 1 


:55 سنا 


ؤ 


3)) أعط تقريبا تألفيا بجوار الواحد 

ب) أحسب الخطأ المترتب في هذا التقريب 
ج) بين أنه إذا كان : "5107 |:/|؛ حيث ؛ لارء م فإن , 2/(>10-2 +1)-(8+)ر 0 
خم أستنتج : حصرا للعدد “[1,0001) 


التتتتكتككتكتة 520 
لتكن الدالة 7 اللغزفة علق ارم 2(/ 
1) أحسب العدد الشتق للدالة / عند العدد 3 

2) أعط تقريبا تألفيا للدالة 7 بجوار3 

3) احسب قيمة تقزيبَيَة للعدد 60017 
هم 

لتكن لدالة ير المعرفة على // ب ؛ #«ومء -(2)/ 

١‏ ) أحسب العدد الشتق للدالة / عند العدد ب 


2) أعط تقريبا تألفيا للدالة / بجوار - ثم استنتج قيمة تقريبية للعدد 
03 2 
[ كع )عه 
جيه 


“ر دالة معرقة على ]+ ,0] بالعبارة ‏ ع/ء -(2)/ر 
1) أعط تقريبا تألفيا للدالة / بجوار العدد 1 ثم أحسب قيمة الخظأ المرتكب في هذا 
التقريب أي ؛ ( (1(0) /ر+(١)/‏ )-(7+) /) 
2) استنتج انه من أجل كل : 0 < 7 'يكوّن : 
2 
كع (ن»( )”م +( )م)-(م+)/ | 
3) أعط القيم التقريبية للأعداد التالية : 0/1000 0 100001 
ليبس هه سسسه سياه 
هل توحد دالة كثير حدود من الدرجة الثالثة بحيث ٠‏ متحاها البياتي يمر من 
النقطتين (1 , © م , (3-,8)2 
وبحيث المماس للمنحني (,) عند هاتين النقطتين يكون : موازي ل ؛ ( '++) 
|للس اووي ل مح 
أوجد مجموعة قيم الحقيقية التي من اجلها اللتحى البياني للدالة /ر المعرفة ب : 


1+ |1+/20 7 ا 
خا زعا في مملة متسادك وختنوات 


يقبل النقطة التي قاصلتها 1- مماسا معادلته ؛ 6 +ع در “ 


لت الام 3 


حد مدان ويح بن ليوب مط العو اجو 2 | وجمه اج ماب مح يشاك جبحا لاجد 


اح جنحهعن ال يحت لح د 0 جيه 


اذب ويجويوه؟ ححد ححه لنت عي 


لاا تق 


في معلم متعامد ومتجائنس 3 6 ليكن (:) القطع امكافئ الذي معادلته : 


2 بر ؛ /4 نقطة من (:) فاصلتها غير معدومة 

(4) هو اللماس للمنحني (2) في النقظة /1: فاصلتها © :الستقيم (4) العمودي على 
(4) في النقطة 17 يقطع محور النزاتيب في النقطة. / ولتكن. » السقط العمودي 
للنقطة /1 على ( بزيز) 

١‏ ) ارسم الشكل الذي يتظمن العطيات السابقة 

2) أوجد معاذلة (5) و () ثم استنتج احدائيتا / و * 

3) أحسب الطول 4/ ماذا تستنتج ؟ 


نعتبر الدالة العددية 7 المعرفة على ا -١‏ به + *- -()/ : (7) النحى البياني 
للدالة / في مستوي منسوب إن معلم متعامد ومتجانس »+ 22 86 

زد عدد حقيقي معطى ولتكن النقطة /. من(7) .فاصلتها مد 

)١‏ بين ان معادلة اللماس للمنحني (7) عتد 4 هي + 02-1 +( 4-2) دير 

2) استنتج العدد للشتق للدالة /. عند النقطة [5 8 


وأعط معادلة المماس في هذه الحالة 
م 

0 ارسم (2) القطع الزاند ذو العادلة ل -برمن أجل‎ )١ 
(0 لتكن /1: نقطة من (,) فاصلتها ود حيث:‎ 
- )2( اكتب بدلالة :د معادلة الماس في النقطة /24 للمنحى‎ )2 
المماس في النقطة 7 يقطع المحاور الإحداثيات في النقطتين أ و8‎ )3 
1 أكتب بدلالة ند إحداثيات: 4 و‎ 

لل ب ا تهقه4: لسلايي نه 
لتكن الدالة /ر للعرفة على */ بالعبارة » +ع( + تمه -()/ 
حيث . 5,2 ,» أعداد حقيقية وليكن (/) التمثيل البياني لها في مستوي منسوب إلى 


جد داوب 
معلم متعامد ومتجانس .0 4 


)١‏ عين الدالة /. علماآن: (7) يقطع ( “د:) في النقطة 4. قاصلتها 3 ويقطع ( /ز/ز) 


في النقطة 8 ترتيبها 2 وأن (7) يقبل مماس عند / معادلته ؛ 2+2 - بر 
2) عين قاصلة نقطة التقاطع الثانية للمنحني (2) مع ( *د*) 
لل اس هه ال ممه 


[ الدرس الثالث تطبيقات الاشتقاق 


© في معلم متعامد ومتجانس : 3 9 ٠‏ () القطع المكافئ ذوا المعادلة 
3+ دار 

(خى) هو المستقيم ذوا المعادلة : در و / نقطة احداثيها ١‏ 8 ٍ) 
١)أرسم‏ (,) و(ه) وعين 5 على الرسم 

2) «مر نقطة من (2) قاصلتها تختلف عن 3 . 

و/ هي السقط العمودي ل: رم على (3) و 4 هي منتصف القطعة [7//0/] 
)١‏ أحسب بدلالة ود إحنائيات 2 و رك 


ب) احسب بدلالة زد معامل توحجيه الستقيم زيم 4). 
ج) استئتج ان الستقيم (0/ ,أ ) هو الماس للمنحني (7) في النقطة :م 


لمع : م 


تطبيفان الاشتفاق 


د للحيو م مجحو يواحبون د جح وو ووايوحينن حيو جححيد يجيه و 


2 0-8 
له ادرس قابلية اشتقاق الدوال الثالية على مجال تحريقها : 


| 4[0-|ءلر. 6 طشك رار © . إشارة مشدّق واححاه تغير دالة 


© عد لور 4 محزءات+بى لمر . 6 2-1 -(/ مثال »© 
5 : ليكن () النحى البياني للدالة /ر في مستوي 


© لتكن الدالة العددية /ر كما يلي : : وي اولان اا ا 
-إذاكان 0<م . :(2-)-0)ر ,0.7 ) كماهو مييني الشكل لجاور 
: - إذا كان 0 ) + : *(2+ع)- )ار 

|) عين مجموعة تعريف الدالة /ر ١‏ ) هن الشكل عين ؛ 


- عدد حقيقي م بحيت : 0 ((0) '/ 
- عدد حقيقي ( بحيث : 8()0) '/ 

- عدد حقيقي - بحيث: 0-(ء) '/ 
2)) أوحد الدالة الشتقة للدالة / 

علما ان 8++12- 2ج4 2زم ) رز 


2) أدرس شفعية الدالة /, 

3) أدرس قابلية اشتقاق الدالة “ر عند العدد : 0 > ود 

4) احسب (:) ”/. من أجل كل + تنمي إلى : | 17-10 ثم أحسب قيمة : 
()'ع+(--) م. 


+ «الحيدن* وج يجب جيحوسيران 


-_ 


ب) عين إشارة (5)”/ خم تحقق من صحة 
7 الأجوبة الموضوعة في السؤال (1 ) 
ج)اكمل الجدول التالي: 
ثم استنتج العلاقة بين إشارة 

(«)/ر واتجاد تغير الدالة / 


الحل : 


0 0 من اجل كل + من لمجال |ده+, 3 | : النحى يقبل ماس معاميل توجيهه مؤيب 
وبالتالي من اجل 2 - ديكون : 0 ((2) 'ر 
ب) من جل كل + من | 3 , :- | النحى يقبل معاس معامل توجيهه سالب وبالتالي 
مناجل +-١‏ يكون0) (0)/ 
- النحى (7)يقبل مماس يوازي محور الفواصل عند النقطة ذات الفاصلة ب وبالتالي 


2) )الدالة / قابلة للاشتقاق على 7/ ولديئا: من اجل كل + من */ : 12-+8 -(:) "/ 
ب) - 0-(*)/ يكافئ : 3-م 
٠‏ إذاكان 3( فإن: 0(() "ر و إناكان 3) + فإن 20()0/ 
التحقق من صحة الأحجوبة السؤال 1) 
- بماان. -١‏ و ك) ١‏ فإن: 2)1()0/ 


- بماان : 2 -+ و ك ( 2 فإن , 0((0/ 


01 2 مد جوج مز #كاوسيا اب انيت 
ري 0 


- العلاقة الموجودة بين “/ر و كر 
إذا كان "7 موجبة تماما على / فإن الدالة /. تكون متزايدة تماما على / 
وإذا كان '/. سالبة تماما على / فإن الدالة / متتاقصة تماما على 1 

3 مبرهنة 69 

لتكن /. دالة قابلة للاشتقاق على مجال / 

- إذا كانت / متزايدة تماما على / فإن. 0(/ على 1 

- إذا كانت “/ر متناقصة تماما على / فإن, 0) '/ على / 

- إذا كانت /ر ثابتة على ! ؤإن. 0-'/ على / 


نفرض أن " متزايدة تماما على / , © و /+0 عنصران من / ولتكن: (0) 4 نسبة تزايد 
الدالة 7 بين © و 4+1 , 


/ -(+ مار - 5 1 
1 -(8)/ مع 7+0 لندرس إشارة (8) ؛ على 7 . 


- إذا كان 5(0 هإن 0+1)+ و (6+1) 7 )(0) 7 لأن / متزايدة تماما على / 
وبالتالي , 0 ((0) 7-(/+م) / 

- إذا كان : 7)0 فإن 8+ه(0 و (6+8()/]0)/ لان / متزايدة تماما على / 
وبالتالي . 0()0) / -(6+1) ر 


إذن في كلتا الحالتين (0) /ر-(/+0)/. و 7 لهما نفس الإشارة منه : 8((0)) 


وبماان /. قابلة للاشتقاق عند + فإن : قن له 


نتقبل " إذا كانت دالة موجبة تماما على مجال فإن نهايتها مو-جبة " 

بماان 0 ((0)/ فإن نهايتها موجبة وبالتالي 0 ( (6)/ من اجل كل “ من / ؛: 

بنفس الطريقة نبين أنه إتا كانت  /‏ متناقضة تماما على 7 فإئه من اجل كل © من / 
يكون 0 


6 مبرهنة © 

/ دالة قابلة للاشتقاق على مجال / و / دالتها الشتقة 

1)إذا كاتت / موجبة تماما على ! فإن الدالة / متزايدة تماما على 7 
2) إذا كانت “ر سالبة تماما على 1 فإن الدالة / متناقصة تماما على 1 
3) إذا كانت / معدومة على ! «هإن الدالة 7 ثابتة على 1 


لتكن /دالة معرفة على 1 بق الو 
2) عين إثشارة 0 انم استنتج :. 


) الدالة /. قابلة للاشتقاق على // ولدينا من اجل كل : من #// لدينا : 3-جه >( ) " 
2) 0-(+)/ تكافئ : 3-0-+4 تكافئ؛ 3 


2 سمه 


الدالة / متؤايدة تمافا ‏ | الدالة '/ر متناقصة تماما تغيرالدالة /, 


© 


٠‏ القيم الحدية لدالة 


يف 
رةه 11 


/. لها قيمة حدية عظمى على المجال / عند العدد ') يعني انه من أجل كل :د 

شن م د (ء)ر>(ع+)/. 

- الدالة 7 لها فيمة حدية صغرى على المجال /؛ عند العدد /) يعني انه من أجل كل + 
من /:(4)/ < < (دار. 


الدالة اس 6 


> [فلها لإ ءءء مسمس ست 


الدالة / لها قيعة حدية صغرى عند ك1 


)١‏ الدالة /. قابلة للاشتقاق على */ لأنها دالة كئير حدود وبالتالي فهي قابلة للاشتقاق 
على المجال [ 2 , 2-] ولدينا من اجل كل + من [2 , 2 -]: +6- 37 -()/ . 
0-()”/ يكافئ (0-:) او (2-<) 
وإشارة (:)'/ مدونة في الجدول التالي ؛ 


- إذا كان ] 2 0[ + فإن : 2()0)”/ر وهنه الدالة /. متناقصة تماما على [2 , 0] 
-إذاكان : |0 , 2-[6+ أو: ]3 ,2[ع+ قفإن: 0((+)'ر 
ومنه الدالة /. متزايدة تماما على المجالين: [2.0-] و [3,, 2] 


#7 الدرس الرايع . 


00 07771 


+ 18د( )/ . 2-(6ر , 2-د(6/ , 6(22/ 
2 -(0)/ هي قيمة حدية عظمى للدالة / على المجال [ 2 ,2-] 
2 -(3) / هي قيمة حدية عظمى للدالة / على المجال [ 3 ,0] 
8--(2-)/ هي قيمة حدية صخرى للدالة /, على المجال [2 ,2-] 
2- -(2 +) ر هي قيمة حدية صغرى للدالة / على المجال [ 3 ,0] 
8--(2-)/ هي قيمة حدية صغرى للدالة / على المجال [3 ,2-] 
العدد 2 هو قيمة جدية عظمى للدالة /. على المجال [ 3 ,2-] و نتحصل عليها من اجل 
0< و 3ع 
ومته فإن من اجل كل + من [ 3 ,2-] فإن : 18- < (+) /ر < 2 


إذن. ( #-مم)2- 0 م 
+ استنتاج قيمة عظمى لمساحة متوازي الأضلاع 1104/١:‏ 

لتكن / الدالة التي ترفق بكل + العدد '؟. منه تكتب ‏ ( تر ه/)2 - 5 -()/ 
مجموعة تعريف الدالة / هي مجموعة الأعداد الحقيقية الموجبة * بحيث + 
0< ترورر وعليه فإن 71 3 0] 

الدالة /. قابلة للاشتقاق على [ 7 , 0] لأنها دالة كثير الحدود ولديئا من اجل كل +« 
من [0 , 9] :(0-2) 00-2 

0-( مار يكافئ : 


0 1 1 إذا كان : +( فإن 0)(+)”/ ومنه الدالة “ر متناقصة تماما على المجال‎ ٠ 


ا ع( د فإن.: 0(()/ .ومنه البالة / متناقصة تماما على المجال 4 0 
جدول تغيرت “ر على [/ ,0] 


القيمة |2 )/. هي قيمة حدية عظمى للدالة /. على المجال [.0] وبالتالي فهي القييمة 
العظمى لمساحة المتوازي الأضلاع 110.42 


ا 1-14 
1) مساحة متوازي الأضلاع 310:1 هي جداء القاعذة و الارتفاع المتغلق بها اي > وتساوي ٠‏ 2 


2 
مار « 01 دق 


2) إيجاد علاقةه بين + و / 
( 95 ) يوازي (187) . (©4) و (/©) قاطعين لهما حسب نظرية طاليس نجد : 


تع 9 + - للع _ 29 
0 41 و 


( /01)يوازي[(18) . (8©) و (1:) قاطعين لهما حسب نظرية طاليسس نجد : 


(2)..... 1211-49 وبتفس الطريقة نجِد ٠‏ (3)..... 29 2ك 


0 2 1 
من (1)و (3) نجد, > 1ك كك بي , خط !4 بحن هقيار 


2082 


لم 


( الدالة / معرفة على 7/7 وقابلة للاشتقاق على 77 لأنها دالة كثير الحدود ولدينا من 
اجل كل + من 8/ : 2-3 <-() 'ر. 


- إذا كان ٍ ( فإن 0 ((:)/. ومنه الدالة /ر متزايدة تماما على الجال | ده +.] 
19ت 


- إذا كان 2 )+ فإن 0)(:)/ ومنه الدالة /ر متناقصة تماما على الجال | 3 
0 7 


1 


كفدى. 18-16 نوي كد جلك 
4 4 2 4 /2 


يي الدالة > معرفة وقابلة للاشتقاق على / لأنها دالة كثير حدود 
ولدينا مناجل كل + من؛ ١/8‏ 1+ 32 -( )8ع 
لدينا من اجل كل + من *8/ 313+1(0 
ومنه الدالة م متزايدة تماما على 17 
60 جدول تغيرات ع 


سس كب( 


0-(») / تكافئ: 0-(2-1د) :4 تكافن ؛ (20م) او (1-») أو (1--) 


ج) الدالة |/ معرقة وقابلة للاشتقاق على 1/ و لدينا من أجل كل ». من 7!/ 


4 دثر4 زمر )”م 


إشارة (7-1) :4 مدونة قي الجدول التالي : 


- إذا كان + ينتمي إلى [ 1 , 0]لا[ 1-,--[ فإن. 20( <) '/ ومنه الدالة / متناقصة 
تماما على كل من المجالين [ 0,1] و [1-, -[. 

- إذا كان :: ينتمي إلى ] 1,1]لا[ 0,! -] فإن: 0<( ند) '/ ومنه الدالة / متزايدة 
تماما على كل من المجالين : [ 1,0-] و ] 5 ,1]. 


6 جدول تغير 7/ 


0-(0 )م 


م)١(عدا‎ . 


د 1-<ز(اام 
لسشلت لل ميههه 


ل 


ف احنحة | 0 


١ 


([ الدرس الرابع _ 55 ا 
ْ جدول تف م١1‏ -(2)ع : 7--(262 0 


الخل : 

1) الدالة /ر معرفة إذا وفقط إذا : 40 +22 
2+0 يكاقئ 2-+ ومنه مجموعة تعريف الدالة /ر هي ١‏ [2-)-18 -,12 
الدالة /. قابلة للاشتقاق على /2 ولدينا من اجل كل + من, ,2 ؛ 


14 ل لسن 0861 


2 

(4++2) “([4+:2) 5 3) الدالة / معرفة إذا وفقط إذا كان : 1+0- 
من اجل كل : من ,2 : _ 2 ومنه الدالة “/ر متزايدة تماما على كل من 10 يكافئ : 1< ومنه مجموعة تعريف الدالة 7 هي : لك )-؟/ - ,1 
المجالين ,]0-2[ و]هء.ه][ 4 0 إكيلة لقان على 1 لأنها دالة ناطقاة ومن أجل كل + من ,2 لديناء 


ت جدول تغيرات “ر . دع - 4 بالتبسيط نجد : تج رار 
إشارة ( *)/ هي نفس إشارة ٠‏ 2++2--2: لآن 0 ( “(1-ج) 

0-() 7 يكافئ : 2-0++2-2 

4-8-4-(2) (4)1- (2-)-ن 

0 ومنه م ناجل كل + من #/ : 2(0++12-2 

إذن :من أجل كل + من ,2 : 0 ( (2) 7 

بالتالي: الدالة / متزايدة تماما على المجالين ] © +,1[ و ]1 , --[ 


2) الدالة م معرفة إذا وققط إذا كان : 0 + ومنه مجموعة تعريف الدالة م هي :+ 
(0)-18دي2. ٍ جدول تغيرات / 
-الدالة م قابلة للاشتقاق على ,2 ولدينا من أجل كل + من ,1 


الخد لله .. 3 24 
و -1-(<) ع 


0-() ع يكافئ 4-0- 2د و يعم 
2-4-0 يكافئ (2-2 أو (2دم) 
إشارة (داع هي إشارة تير 


ي) الدالة غ معرفة إنا وفقط إذا كان ؛ 2-170 
2-10 يكافن : (1+«) او (1-*++) 


20 2 اح .0 ومنه مجموعة تعريف الدالة + هي. [1-, 1]-/ - ,11 

اام امد ممست + 7ج ل0866:238ن كر رو الدالة / قابلة للاشتقاق على :2 لأنها دالة ناطقة ولدينا من اجل كل + من ,3 , 
-إذا كان [ 2,2- ]ع فإن؛ 2-450د ومنه + 0ك( )ع ا ١‏ أنه لكحدميه -() 1 

بالتالي الدالة يم متنافصة تماما على [ 2,2 - ] )2-1 م 1 

- إذا كان ]| د+, 2ل[2-,»--إ[ععع قإن + 0 < 4-ثع 

ومنه 0<(+)اع 0-(»)ة يعس (وسم) و | 35 ا 


إذن الدالة بم متزايدة تماما على كل من المجالين ] »+ ,2 [ و ] 2-,<-[ 
ال ل 2 01 ا الى ا 201 


١ [‏ [#الدرس الرابج 


55 طٍ يكاهى -١‏ (2-1,) بماان:2<-3(-3 و 3-20 و 0(:+-3 والداله الجذر الزبيعي متزايدة على 
) 7 ]م +,ه] فإنه ينتج . ::د- ١/3‏ ( ند-ل. ايء (وع)/ ((جار 
-١‏ (2-1) يكافئ (2-1-1) او(1--2-1,) مما يدل على ان الئالة / متناقصة تماما على المجال : [3 , -[ 


2-1-1 يكافئ .3-2 ومنه: 2/ داو سدع 
1--2-1م يكافئ . 7-0 ومنه: 0-ير 
إذن : 0-(4)2 يكافئ ؛ (0-+) أو 1/2-+ أو 2 2 


دوك ال-0 


إشارة (<)// هي نفس إشارة (و-تماء 


2) الدالة “ر قابلة للاشتقاق على المجال ] 0,3*-[ ولدينا : 
مناجل كل + من ]3,--[: 77 
من اجل كل «من ]3,--[: سل ومنه الدالة /. متناقصة تماما على المجال 
[3 , -[ وجدول تغيراتها هو : 


-إن كان : [ 2 , إل[ 2/.-.ه-[ءء ين 40 بالثالي الدالة 4 متناقصة تماما 


على كل من المجال ‏ |[ 0,/2] و[ 2/ه-.ه -[ تطبيق . © : لمجا حي لحيل عيبو يا ذه سات جيذ 
- إذا كانت: | ده + , 2/ ]لا[ 0, 2/.-]ء دفإن: 0<(*) / بالتالي الدالة / متزايدة تماما الشكل للقايل يمثل 7 
على كل من المجالين : | 9. 2/-] و | + , 2/.] 5 2 

سح لادان مكرتو 5 


01( ليكن: د . دود عددين حقيقيين من [ 3 ,م-][ بحيث ؛: 3):د) نر 


ا 


لتعيين اتجاد تغير 0 0 “ الحل : 
بضرب طرق التبايناة  ):‏ في العدد (1-) نجد : (- ( «- 
ولإسافة أن عله لاخبرة فده 3 نهد ١‏ 3-08( 3 مدعا ين ذروة للمنحني وبالتالي ميل المماس للمنحني عند هذه النقطة معدوم أي : 
1-0 
سسا __ ميلا 


يساوي الصفر أي . 0 -(1)”/ر 

- على المجال [ 2 , 1-] بيان الدالة ”/. يقع تحت محور الفواصل ومنه من أجل كل 
[1.2-]ع:: 0)(+*)”/ر مهايدل على ان /. متناقصة تماما على المجال [2 , 1-] 
- على المجال [ 3 .2] بيان الدالة ”/ر يقع فوق محور القواصل ومنه من أجل كل :د 
من[ 3 , 2] : 0((+)"/ مما يدل على أن الدالة / متزايدة تماما على المجال [ 3 , 2] 
لاحظأن 0-(2)'/ 


7 اافوس كادي كد سد سو 
1-0 
3 الدالة /ر متزايدة على كل من المجالين [ 1-.0-[ و ] + ,1] وبالتالي من اجل كل 
« من ]*+, !]لا[ 1-,ه»-[ :0((0)ر 

5 الدالة /ر متناقصة تماما على المجال [ 1,1--] وبالتالي من اجل 

كل +من [1,1-] :0)()/ 

جدول تغيرات كر 

ت-د( /)1‏ ادراعار 


02 


من اجل كل + من [2 , ١‏ ] : 2()0) ”/ ومنه الدالة / أمِتناقصّة تماما على [2 , 1] 
إذن إناكان : + و 5 من [2 , 1] و 5)ه فإن: (6)/ ((0) عر اليج 
م ا ب و 


تطبيق . © 3 احيةومياك ررج جررطه ل عتووت إاون ودود الإ 


للنحن الشكل (1) يمل بيان النالة 4 
فد عد 7 2 8و8 


النقطة [2ت,4)0 ذروة ل (7) منه معامل توجيه الماس ل(,) عند 4 يساوي الصفر اي 
0-(1)"ر 


- النقظة (2-, 8)1 حضيض للمنحني () مته معامل توجيه للماس ل ( ) عند 8 


#1513 


.ةا ١‏ ال 


1) النحى الممثل للدالة ”/ هو منحى الشكل (4) لأنه 


- اذا كان : [ 2,0*-[ + يكون : 0 (()"/ أي ان الدالة / متزايدة تماما على المجال ‏ ' 


[]--.0[ 

0 0]عم فإن : 2()0)/ أيان الدالة /. متناقصة تماما على المجال 
م + ,0 

2) الشكل (3) يمثل بيان الدالة م والشكل (2) يمثل بيان الدالة 'ع 

في للنحني الشكل (2) 

ا تنثمي الى [ 1-,0*-[ فإن 0 ()2 وبالتالي الدالة م متزايدة ثماما على 
1-,مه- 

- اذا كان :[4 , 1-]ء + فإن ؛ 0)()اع ومنه الدالة ع متناقصة تماما على [ 1,4-] 

-إذا كان ؛]د+,4]عبع فإن : 0 ((:8 بالتالي الدالة جم متزايدة تماما على المجال 

]ه+,4] 


الخل : 


الدالة “ر قابلة للاشتقاق على 7/ ولدينا من أجل كل + من "17! : 
6 ججرة + ثرة- -() "أ 
مميز (”/ هو ؛ (3()6-)5-9-4 منه 4-81١‏ 
ب__ وقد 3-9 
6 


7 بر وى 2ع و23 ديد 
منه : (2)”/ ينعدم من أجل 1--+ و 1-2 

-إذاكان : [2 ,١-]ء‏ + فإن : 0<()/ 

بالتالي / متزايدة تماما على المجال [ 1.2-] 

- إنا كان ]| د+, 2 إ]زازا-رهزعع فإن . 7050 

ومنه الدالة / متناقصة تماما على كل من المجالين : [ 1-,.6-[ و ]5 +, 2] 


ت جدول تغيرات الدالة /ر 


10 -(7)0 5 ب 12 )7 


2 العدد (2)/ هي قيمة حدية عظمى للدالة /ر على المجال [3 , 1-] 


- -(1-)/ر ومنه الدالة / لها قيمة حدية صغرى هي , 7< 
على المجال |3 .1-] ونتحصل عليها من اجل 1--+ لأن 2 -(6/ . 


([ الدرس الرابع 
“ الخل : 


)١‏ ت إتجاد تغير الدالة /ر 
الدالة /ر معرفة على [ 6 , 0] وقابلة للاشتقاق على [ 6 , 0] لأنها دالة كثير الحدبود 
ولدينا من أجل كل + من [ 6 , 0] : 12++18- 2د -()كر 
0-()/ يكاقئ 1-: أو: 2- 
- إذا كان : [2 ,1]ءعع فإن: 50()”/ ومنه الدالة /ر متناقصة تماما على [2 , ]١‏ 
- إذا كان : [ 6 , 2 إلا[ 1 20 * فإن: 2((0)/ ومنه الدالة / متزايدة تماما على 
المجالين [ 6 , 2] ,[0,1] 


5 جدول تغيرات / على المجال [ 6 , 0] 


2 -6(2)/ر . 6-<(كر . 7-(0/ 


2) نلاحظ أن 2 هي قيمة حدية صغرى للدالة / على المجال [ 6 , 0] و 182 
هي قيماة حدية عظمى للدالة / على المجال [ 6 , 0] ومنه 
مناجل كل + من [ 6 , 0] : 2 <(:)/ <182 


إذن: 2-م و182- م 


لس هه لد 


تطبيق . ©: 4 قيمة حدية لقلوب دالة اإتة 


| 1) أدرس تغيرات / العرفة على // بالعبارة :4+8 + 7 
2) استتتج قيمة حدية صغرى للدالة م للعرفة يد . 


عاد 0ه عسل 21د 


الخل : 
)١‏ الدالة / معرفة وقابلة للاشتقاق على #/ ولدينا من اجل كل + من 17 , 


كك 7 الل 222 2ه 


نلا 


قرم 


2 تطبيقات الاشتقاق 


4 جف رع 


0 -(ه)“ر يكافئ: 21 
- إذا كان ؛: 1< فإن: 50(:)/ ومنه الدالة “ر متناقصة تماما على المجال ] ده+,1] 
- إذا كان 1>+ فإن: 0 <(2)"/ ومنه الدالة /ر متزايدة تماما على المجال [ 1[ 


0 جدول تغيرات كر 


0-(كر . 2-(1-ار . 2(2-8)/ 


2) الدالة “ر متزايدة تماما على المجال ]-١.1[‏ و بالتالي: عع متناقصة تماما على 


]-11[ 


- الدالة “/ر متناقصة تماما على المجال [ 2 , 1] بالتالي الدالة م مترايدة تماما على المجال 


]1١2[ 


5 جدول تغيرات الدالة م على [2 , 1-] 


ومنه نستنتج أن : ب هي قيمة خدية صغرى ل : ع على [1,2-] 


0 


9 
٠. 


ظ 3 


سس لوهههد 


مم1 أيجاد القيم لحدية لدوال بالاعتمادخعلى دالة معلومة التجية 


4 001 706(-١ 0 /0(- 05 ٠ 
7: ]-2,3 [ جدول تغيرات القالة “ر على‎ 


2) إيجاد القيم الحدية للدالة / على المجال [2,3-] 
- القيمة الحدية العظمى للدالة / على المجال [ 2,3-] هي . 2 -(2-)/ 
القيم الحدية الصغرى للدالة /. على المجال هي : [ 2,3-] هي : 05 -()/ 


3) استنتاج القيم الحدية للدالتين بم و / 


ومنه القيمة الحدية العظمى للدالة © على [2,3-] هي 1--(0م 
القيمة الحدية الصغرى للدالة م على : [ 2,3-] هي . 4 -(2-)ع 


0 إل -م 


القيمة الحدية العظمى للدالة ‏ على [ 2,3-] هي : 2/ -(2-),/ 
القيمة الحدية الصرى للدالة 7 على [2,3-] هي : 05 -(70 


0 


عحستخحصضينية و 


0 


مقارنة بين دالتين مرجعيتين إإؤيه 


“ الخحل : 


0( عمل -ز)ة 


الدالة / قابلة للاشتقاق على | 4 , 0[ الأنها مجموع دالتين قابلتين للاشتفاق على [ 0,4[ 
هما ؛ عوط- يرم و ذه جرع 


ولدينا من أجل + من [ 0,4[ : ٍ_- 2 -(7 
0 


- 5 دجملل علاحة زر 
غدله +2 )ا عدله + 2 4 
0 )م يكافئ ؛: 4-0 و [0.4[ء+ ومئه .: 4< 
- إشارة ()// هي نفس إشارة 4-7 
- إذا كان : [ 0,4[ ع فإن إشارة «-4 موجبة وبالتالي 0 (()// 
أي أن الدالة / متزايدة تماما على [ 4 , 0] 
5 جدول تغيرات / 


١-<(6م‏ . 0درهام 


2) نلاحظ أن قيم () # سالبة في المجال[ 4 ,0] اي من اجل كل :: من [ 4 , 0]: 50(:) 7 


0 يكافئ : 0(50) / -(») ع 
تكافئ () / >() ع 

اذن من اجل كل + من [0,4] : () ر>() عم. 

3-3 


27 الدرس الرابع 
” الخل : 


١‏ ماع -(م)/ عرجاا 
م2 ثم - 0 يزو + ع3 تمد كوك (1جم3- تره) -[1جعة- كرا- 
الدالة / معرقة وقابلة للاشتقاق على 8/ لأنها دالة كثير حدود ولدينا من جل كل + 
من ١18‏ (2:2)2-3 - ترم - قرو -()/ 


0 -(7 يكافئ : ( 0 ) أو : [3-م) 
إشارة (/ مدونة ف الجدول التالي ؛ 


- إذا كان . ١‏ ,| فإن + 0<( ) '7 وبالتالي الدالة / متزايدة تماما على 
م 1 8 وإذا كان : | 4.ه-[ءء فإن : 7)2(>0 و بالتالي الدالة / متتاقصة 
ماما على |3[ 


6 جدول تغيرات الدالة 7 : 
2ه لقيرة اداه 
0 -(0)/ 3 21 -|2)” 


0-()5 كافئ 2-20 ع 
يكاشفئ (2-2) 2 
يكافئ (0-+) أو (2-) 
- إذا كان : [ 0,2]ء + فإن: 50() 7 
- إذا كان ؛ ]ه+. 2 ]نا[ 0,مدزءع فإن . 20(:)/ 


2 إذاكان : [ 0,2]ء عفان : 1):(>0 أي ؛ 0(50)ع-(:)/ ممايدل على أن (2)ع >(2)/ 


اس سب ب مق 


0 


- إذا كان : ]ه+2 إلا[0,ه-[عع فإن : 7)(<0 ممايدل على أن ؛ 0 <(2)ع -(0)ر أي ١‏ 
()ع <(جار 


ميق يت بواجي لبيك 
* . © : ممعنهة _. حصر الدالتين دنه و ذنن إواعذ 4 
لتكن /ر دالة معرفة على المجال | 5.5]- بالعبارة : عدموزو- -()ر ا 
1) ادرس تغيرات الدالة / على المجال | ع.ه] : 
ثم استنتح إشارة / على / وقازن بين +مأه و +« 
2) لتكن # دالة معرفة على 1 بالعبارة التالية : ]يرود - جاع ؤ 


1 ادرس تغيرات الدالة م على‎ )١ 


| ب) استنتجلته من اجل كل + من 1١/‏ > همه > | 


مم0 


ا ا 1 


3/7 


الخل : 


1 الدالة /. قابلة للاشتقاق على ./ لأنها مجموع دالتين قابلتين للاشتقاق على .1 هما : 


عدمزد- جرير و جاع و لدينا من اجل كل د من ١1‏ +#ومء-|-(+)م/ 

0>-ع)ثر يكافئ ١-دومه‏ وزعع:؛ 

( 1-+ومء و /ع: )يكافقئ 0-<+ 

الدالة دوهن جز متناقصة تفاما على المجال ومنه إذا كان ]5 : + فإن : 

1 > +#ومه > 0 وبضرب حدود هذه التباينة في (1-) تجد : 1- < #ومه - < 0 وبإضافة 
| الى حدود لمتباينة الأخيرة نجد ؛ 0 < «دمه -! < 1 أي أن +.2(<0)"/ر 

بالتالي : الدالة /. متزايدة تماما على / 

5 جدول تغيرات 7 على / 


نستنتج من جدول تغيرات / أنه من اجل كل + من | 5 , 0 |: 0<(*)/ 
ومنه من اجل كل :+ من / ؛ 5-8130 أي ؛ دارأو عر 


7 


31 


#7 الدرس الرابع 


2 )0 دوه -(+) م 
الدالة م قابلة للاشتقاق على / لأنها مجموع دالتين قابلتين للاشتقاق على 1 
2 
هما : ع و عدوم جرير 


ولدينا من اجل +« من / :(#)ر -ع+ءدنه- -(راع 


لدينا من اجل كل «من ! : 2(<0) /ر ومنه من اجل كل + من / : 0 <()# مما يدل 


على أن لدالة م متزايدة تماما على 7 
جدول تغيرات ع 


لوي _ 


2 مقا 
0 8 


0-(0)ع ٠‏ د[ 06 
ب( دن لكلا يا نستنتج ان من اجل كل من 0:7 <(*) م 
0 ()ع يكافئ , 520 با سروم تكافئ : (11 0 1-3 دعوم 


2 
ولدينا : (22 ...> *5ه من اجل كل + من 1/1 هن (1) و(2) نجد: دجوو > 1-5 , 


2 


-_ 


تطبيق . © _: 098 الوضع النسين اللمفحدي بالدسية إن للماين. الكمة 
ْ لتك انكر لفرفة على 2 بار 1 : 


1) معادلة اللماس ( 3 ) ل : ( 7) عند النقطة ذات الفاصلة 1- د هي : 


() ترج( ١-ى)(‏ )ردير( ى) 


*## الدالة / قابلة للاشتقاق على 77 ولدينا :من اجل كل < من «ل/ ؛ *(3)2+2-(+) كر 


ومنه : 27 -(1) كر و 27-(1)/ 
إذن : +27 -27+(1-+) 27 دمر:(4) 
2) ا) دراسة تغيرات / 
الدالة 7 قابلة للاشتقاق على 7/ ولدينا من اجل كل + من 1/ + 
(و-:(3)6+2- 27-(2جع)3- 27-(+«)ردزع) 1 
(5+ع)(1-خ)3-(2+3 +ع)(2-3+:)3- 
0 -()” يكافئ (1-+) أو (5--*) 
+ 1 5- - 
2 1 217 8001900017 0 | 
- إذا كان : [ 1 , 5-]+ فإن ؛ 0>( +) '/ ومنه / دالة متناقصة على [5,1-] 
- إذا كان : ]+ 1 إلا( 5ة-.-[ءعع فإن : 7)2(<0 ومنه / دالة متزايدة تماما 
على كل من المجالين ؛ [ 0-5 -[ و ] © +, !] 
5 جدول تغيرات /: 


| 


8-(5-)م . 27-0-(1)/ر -(1)م 
ب (8-)27-:(8+2-)-(8-)م 
2162-216+216-0+(6-)- 
إذا كان : ]8- .»-[عع فإن: 0)(+)/ 
- إذا كان : ]+ , 8-] 6+ فإن : 0 <(+)/ 


ي دراسة وضعية ( ) بالنسبة إلى (48) 


لدراسة وضعية ( 2[ ) بالنسبة الى( 4 ) نعين إشارة بر-( «) / على 17 حيث ؛ 27 - بر 
من السؤال 2) نجد أن » 
-إذا كان : ]| 8-, -[ع ع فإن: (8) يقع قوق () 


- إذا كان : [1]-] © +,8-[ > فإن: (4) يقع تحت () 


إذا كان : 1-: أو 8- دعر فإن: نقطتين ١‏ 
00 


و 


تطبيق . ©© ف اده ودف مس ااه ا 0 اعد 


ود وي ا 98 
()/ كم إستنتح ان للدالة /ر قيمة حدية صفرى ١‏ 
2) ليكن. ء و 85 ا اه 0 


5 ع+مة 1 
) بين آن ٠‏ 6 


3 1 7 


سو ار عدو شويه 00 


0 56 02 : 


ب تعطقت لعبفع ‏ 


| #مسسم اسمس و 1 


“ الل : 
)١ )[‏ دراسة تغيرات /ر 
الدالة /. معرقة على [1-1- -18 وقابلة للاشتقاق على [1-]-7/ فهي قابلة للاشتقاق 
على ] © +,0] لأنها دالة ناطقة ولدينا من أجل كل + من ]0+ , 0] , 


و د يلك 
- من اجل كل : من ]5+ , 0:]0 (( *)"/ر ومنه الدالة /ر متزايدة تماما على ] دد+ , 0] 
© جدول تغيرات / 


سي جاع زمار امج عزو 
استنتج من جدول تغيرات الدالة / أنه من اجل كل عدد حقيقي + من ] -+ , 0] , 


بييب-تب ب يي ### سس 


ا 1 ومنه العدد : 7-22 هي قيمة حدية صغرى للدالة /ر . 


2) ا)لدينا:مناجل كل ٠‏ < + . 0 < («)ار 


بها آن . © < ع+ث فإن ١:‏ 0 ع+م)ا رو ولكن : متب دس زم عه ) ري 


عج+ق أي: عق 0 
+1 ع+م+] ع+م+] مج[ 


0<(+5)ر يكافئ: 0د 


' ا 1 1 : 
ب) + لدينا ٠‏ 1+8 <1+05+6 وبقلب هذه المتباينة نجد ٠‏ --- > 7 وبضرب طرق 


ا : 0 0 
الفا 7 و1 


+ 1+6<+1+85 هثه نستنتج : ل - كك 


1 5 5 3 3 
فابيقة ب الاي تيدم © نجد : 7 223 0755 


3 8 ! 9 5 
ج) لنيناء ( أ -- ع+طم+]1 1 )2( ““ »+1 - 1+6 
7 5 6 4 ع+ق 
بجمع (1) و (2) طرف الى طرف نجد : ---+777 
- ----72 00 3 8 0 
ل و وب مله ينا وي و 


0 


-- 


: تطبِيو . 9© :2 نما إخبات متباينة اعثماد على تغيرات دالة مختارة الاج 


الحل : : 
لإخبات صحة هذه التباينة نقوم بثثبيت أحد العددين وليكن : © ونجعل 8 متغيرا وهذا يقودنا 
إلى دراسة الدالة / المعرفة بالعبارة : [طحول]| دمل.-(»)ر على المجال ] ©*+ , 0] 
- الدالة / قابلة للاشتقاق على المجال ] 5+ , 0[ لأنها جداء دالتين قابلتين للاشتقاق على 
]م +,10[ هها : ست+ ل زم 0 جوأ جرع ولديئا من اجل كل +« من ]2 +,0[ 4 


لاس 1 


من اجل كل + من ] + , 0[ : 0( ل + ولمم + و2 
ومنه قإن : من اجل كل + من ] © +, 0[ : 0((:)'/ر 

مما يدل على ان الدالة / متزايدة تماما على المجال ] « +,0 ] 
6 جدول تغيرات /, 


-١‏ | ] #اب-(ه), 


نستنتج من جدول التغيرات /. انه من أجل كل + من ] «+,0]: 1<(+) / 
وبماان 5 عدد حقيقي موجب فإن ١‏ <(م) / 


لكن ؛ لقا | مجم -()ر ل ا«[ط>*6) م 
تطبيى . 9© : نم1 الدوال والمساحات يجيه 


ل الحل : 


01 حساب 2821 


بما أن اللثلث 41 قائم ومتساوي الساقين ( 8/7 ) هو منتصف للقظفة [ ©4 ] 


مص حم م حص سس ا مج صصص ص صصص ع سس ص ص سح سجس سس 


+ #لججعفلة أل الب إل سلب -(2)0 


فإن : - لق 
لكن: 8- وب+وح آعم ب قوق - تعر فنك 4-312 إذن : 22 زه 


2) 5 حساب 28 


الستقيمان ( :51 ) و (18) متوازيان: ( 8©) و ( /©) قاطعين لهما حسب نظرية 


5 حساب 21 ١‏ 
جد 3ود اج 2-ع1 - اا لأن "05 ع 17 


3 0 60 ا 1 


كز > ”اع 5 ,ومنه (عه- 6/2 - 5 
ب) الدالة التي ترفق بكل « من |-2لية.ه| تسد 5 قابلة للاشتقاق على هذا المجال ولدينا 


من لجل كل مق تدده . لوجع هدو 


5-0 يكافئ 00 


4 


٠د‏ كن | شلية, عكجة| ع مين. 0)؟ 


- إذا كان |عي.واء. فإن : 3"(0 


5 


| 


الدرس الرابج 


إذن تكون الساحة 5 اعظميا إذا كان ؛ ظ وهذه المساحة هي : 7 3 


3) ككتابة بدالة + وم . 00م جد ر 


2 2 
57 لدينا. +7 و لمع.مر بالقعويض نجد : («+)(58ك ]م !- , 
تطبيو © : 3 2 والحجوم 1“ بدن , العتقاتر م م 


4) التغير » يكون دوما اكير , اي : ] © +, «[ء د 
الدالة ”1 قابله للاشتقاق على ] *+, /[ ولدينا مناجل + من ]ده+, [ 


1 تقلع -+ )( بلسي ام 2 


ا ا 


«+خ_ج 
0 ا ' 
إشارة '”/ز شي نفس إشارة : 1-37 
إذا كان ؛ 3 (+ فإن ؛: 0( ومنه الدالة “ا متزايدة تماما على ] © + , +3[ 
الحل إذا كان : | +3, +[ع+ فإن : 0) ”1 ومنه الدالة “!ا متناقصة تماما على ا 000 1 
1) حساب 7 بدلالة م ود: 
+ع ع م + إب) - رز 


5 جدول تغيرات 1 


2) ايجاد عبارة '/ بدلالة « وم 
المثلثان 1018 و ')4)0, متشابهان لان : 


1 3 72 
© - 0418 و 480 - 10 ومنه ينتج : 


0 0 0 تكلم م1 -(,3)» : 
04 * # عمجي 8 1 3 ١‏ 
في الثلث : 108 القائم في 8 لديناء 0/12 - 8 + تون ترمد وترعا-(,ة)/» ٠‏ 1 
ومنه + “زان - 0,2 - “ورم 2,ر- تر 7م ومنه ١‏ 2م- توأ - ززار إذن القيمة مجر هي اصخر حجم للمخروط الدوراني الذي يحيط بالكرة ذات المركز 0 8 

: لقت 175 ا 1 9 
من المساواة م نجد: 7 -8 ونصف القطر 7 3 
2 6 

ومنه : لمات العياة م #كر ام من اجل: 37-* نجد : كاسم 
4 5-4 
إذن عع تر 9 0 2م تلدع و مود مب+م 3ه 1 م 
لجو تينم 3 0 


ا يجيه معدي مذ لاحو 
© بكسي ع بجو © مادج جاجح جاجد دح الاتححون © © دمب حوجاج موجن دودحو اجد يو موعدم مجححد اجاح 


أدرس اتجاد تغير كل من الدوال التالية ثكم شكل جدول تغيرات كل منها : 
)١‏ 2+3-:د-(جار 2) 4جعم +22 د(ما)ع 
3) ا+ترباثي دز(ع)م 4 كد+ثم_ثمردزع)ع 
يسمه سا جيه سييست 
أدرس اتجاه تغير كل من الدوال التالية ثم شكل جدول تغيرات كل منها : 


5+ عرس 
تقد سومار باع جز سر ددم -(ء)ء ظ ظ 7 : 
.طبه 58 2 3 ' 0 : ل ل ع 9511 5 34 31 1 1 د 00 0 -- 


مسر حدم 


وكيم في 


| د 1-0 6) لجع +ا-(7)2. 


مسمس هت جم سس سس سس 
لتكن + / دالة معرهة على المجموعة ]| م + ,2 ]لا[ [-٠,-2‏ : : 4 
بالشعل فتهي , 5-4ي/, -(:)ر ا 0 
1) عين اتجاه تغير الدالة /. بدون استعمال إشارة الشتق ا 00 
2) عين اتجاه تغير الدالة /ر 2 العضةة 


211 15119 8931 1112118 8 


248 م 2 7211 


1 


إن 


لتكن / دالة معرفة على المجال | 0,5 | بالعبارة التالية : 5+ )عدم -(*)/ 


“رمشتق الدالة / المعرفة على 
[3:3-]: 

1- بقراءة بيائية عين اتجاه تغير الدالة 3 
2- ليكن 0 8:9 عَددين من المجال : 
[3.] 


حيث : ذ1)ه قارن بين (ه) / و(ذ)ر 


)١ ٍ‏ عين (+) "/ركم استنتج اتجاه تغير الدالة /. على الدوال | , 0 | مستعملا اتجاه 
؛ تغير مركب دالتين رتيبتين يطلب تعييتها . 

ع ا 6ل 
69 لتكنالدالة “/ر معرقة على مجموعة تعريفها بالعبارة التالية : اعقيه ِ 5 


1- عين مجموعة تعريف الدالة “ر ١‏ 
2 - أوجد اتجاه تغير الدالة /, 
3- قارن بين العددين 4. و 8 بدون حساب حيث»: 


16+1لا+ت(1116) رم © 111741+(17[لطادي 
1+*(1116) اج( 1117 
ظ 


حنح ايا لا جو لوو لويد 


[[ الدرس الرابع 


: ىب ا ا 52011000 


© ” عدد حقيقي و/ دالة ناطقة معرفة بالعبارة , 21(5-2 تخ _(م)ر 


1- ع 
: 1- عين مجموعة تعريف الدالة /ر 
: 2- أدرس حسب قيم العدد الحقبيقي 77 اتجاه تغير الدالة /ر 
ستس سس جو ا ست 
39 ادرس تغيرات الدالة / المعرفة على المجال ] 0,2] بالعبارة التالية , 


1 +3+4 2+ +4 
/)(- 00 


- واستنتج حصرا للدالة / على نفس المجال . 
لسصسص سس عه 
شخ عادول وات افدالة / المعرفة على المجال ] <* + ,1-] بالعبارة التألية : 
د +3 حي +ع -(+)/ 
2- استنتج حصرا للدالة /ر على المجال [2 , 1] 
3- هل الدالة /. لها قيمة حدية صغرى على المجال [1 , 1-] 


2ه 
لتكن / دالة جدول تغيراتها مدون فيما يلي : 


1- أوجد القيم الحدية الكبرى للدالة /. على المجال [ 3,6-] 
2- أوجد القيم الحدية لكل من الدوال التالية : 
ددع , ركدعم , #عيم 

ل ليه ال مت 
لتكن الدالتين /, و ع المعرفتين على / بالعبارتين : 
+ مج + ترد رار و 6 ++ م2 + تب د ()ع 
ولتكن 7 دالة معرفة على / ب: ( «د)ع-(>)ثر -(ع)/ 
)١‏ أدرس تغيرات الدالة / 
ب) احسب (2) ثم حل في ؟/ للعادلة : 0 -(+)/ 
ج) استنتج إشارة (+)/ 
2) قارن بين الدالتين “/ر و م بالاعتماد على الدالة 7 . 


اح حون ححا م وم 0 
1 لحد مده حانا» الواح وى 2 اح مج ا ارو وات مجحو م جحي ناجو سحي اججرو ويد يجو 2 ١‏ جالحمو هد ووه توح اودجي وم ويد 


ؤ 


احند موتعحود 2 د انح حص ا لجا جع ا 2 29 


/-]0. | : لتكن الدالثين /ر و .المعرفتين على المجال‎ )١ 


بالعبارتين التاليتين : +510 -د-(ع)ر 1 بجوم -( )8 
)١‏ ادرس تغيرات الدالة “/ر ثم عين إشارة 07 على / 

ب) أدرس تغيرات الدالة بم على / ثم استنتخ أن إشارة ( :) م 

2) لتكن الدالتين 7 و 4 المعرفتين كما يلي على / 


7 في عر 
ا -برمنة -(2)م 2. +بك-اججوو- -( )م 


4 )<: ( أدرس تغيرات الدالتين 7 و 4 ثم استنتج إشارة كل من ؛ (2 )1 و‎ )١ 
0 . | ب) استنتج ان من أجل كل * من‎ 
4 

دم و لكدروموموء كبا 

ج) أعط حصرا للعددين |,0 هزه و 0,1 5م» ( النتائج مدورة إلى 107 ) . 
لس بيه اشح 

لتكن الدالة العددية / المعرفة على #/ كما يلي : 

2+3 + تبر-(«)/. وليكن ( ) المنحى البياني 

) 1( أوحد معادلة اماس (4) عند التقطة ذات الفاصلة‎ ) ١ 

2)تضع (7-1) -(ع)ر <(ع) م 

ب) تحقق ان 0 -([4-)7 ثم عين إشارة ( )7 على 17 

ب) ادرس وضعية التحى ( 2) بالنسبة إلى (5) 
ل جه 

407 شبه منحرف متساوي الساقين حيث : 02-1 - 86 ع ها 

ولتكن /7 السقط العمودي للنقطة 8 على [28] 


نضع : 01 حيث : + يقاس بالراديان 


[) أحسب 887 و ]41 بدلالة < 7 
2) أحسب الطول 42 

3) اأحسب الساحة 5 للشبه المنحرف 1801 بدلالة * 
4) لتكن الدالة / المعرفة ب: (« )جلي 


)١‏ أدرس تغيرات الدالة /ر 
ب) استنتج القيمة التي تكون من أحلها مساحة شبه المتحرف أعظمية . 
تيتس سمح ته 7 


جتحاو سعد طن جاو لحان م جو اه يا بجي انا 00 أ 


١ 0 


و 


ظ الدرس الرايع 
سوسس سس سس سس س0 


107 ل معام متعاكي وم ةجلم [0.2.2) أرسم المنحى البياتي ( 7) للدالة © العرفة , 


ًٌّ 
0 
9 
0 
0 
03 
ًٌ 
07 
4 
ًٌ 
1 
4 
ًٍ 
1 
1 
1 
3 
ُ 
1 


هم ججد محيوي» عبن بريدحيون 


عأ -(ع)ر) وعلم النقطة (4,0)/, في هذا للعلم. 

نريد تعبين اصغر مسافة بين 4/ و 14 حيث /1 نقطة من (م) 

34 ) )بين أن ؛ 16ادع7- قود لزار حيث : (بر,+‎ ١ 

2) لتكن الدالة » المعرهة ب: 72+16- 2+ -(ع) م 

]0,+ تحقق ان : 0 (( + ) م على المجال ] م‎ )١ 

ب) أدرس تغيرات الدالة م على هذا المجال وبين أن ؛ > تقبل قيمة حدية صغرى معينا إياها 
ب م دالة موجبة على المجال / فإن ج و 2ج لهما نفس اتجاه تغير على / 
ب) استعمل النتبجة السابقة لإثبات أنه ت جد نقطة 1/5 مء 5 
يوسي د تو وا من ( 7) بحيث : 4110 
4) ماهو معامل توجيه لماس ( 1) ل : () ف النقظة ,/1 أن ء 

والستقيم (1/0) متعامدان . ١‏ عاريين ان 


6 
5 كة ل -- 3 
سركة تقوم بإنتاج وبيع العاب ثمن اللعبة هو : 1/(/ 200 وتكلفة إنتا- 
0 بيع اللعية هو وتكلفة إنتاج < لعبة 
0 + :210227400 - تبرج دبع 

)١‏ عبر عن الفائدة المحصل عليها من انتاج وبيع + لعبة 
3 5 ب 5 

) عين عدد اللعب الذي تنتجه وتبيعه هذه المؤسسة ن أجل الد 8 
ار من أجل التحصل على فائدة 


ججح حب عرو 


النهايات_ 


© . نهاية دالة عند زائد مالا نهادة 
/ر دالة معرفة على الأقل على مجال من الشكل : ] 0+, 4[ و / عدد حقيغي 
الهدف من هذه الدراسة هو معرفة كيف تصبح قيم ( + ) /. لما « ياخذ قيما تقتزب شيئا 
فشيئا من زائد ما لا نهاية ( 5 +) 
11 النهاية الغير منتهية عند زائد لانهاية : 
24 - 
/ دالة معرقة على الأقل عل سال من الشكل ] ده +, 7 
- القول ان / لها نهاية ( 0+) عند (+) وتكتب: مع ع 
يعني أنه لما * ياخذ قيما تقنرب شيئا فشيئا من( ©+) الأعداد ( «) /ر تقترب شيئا فشيئا 


من (هع) . 


ا الي ا 


القول ان / لهانهاية (2-) عند (دم) ونعتي , ©*-5(7:) 111 يعنيائه نا ». 
يأخذ قيما تقترب شينا فشينا من ( 0) الأعداد ( + ) ر تأخذ قيما كبيرة جدا بالقيمة 
الطلقة لكن إشارتها سالية . : 
مثال © 

: / دالة معرفة على ؟1/ 

> بالعبارة 2د -(«)/ 
مناجل كل *.بحيث ؛ 
(١ *‏ + يكون؛ + (2: وعليه 
8 لما ياخذ * قيما تقترب شيئا 
:. فشينا من (55) فإن الأعداد 


ا ةا 
1211| 


ديه 


3 


رامين 


و الأكبر من *: تاخذ هي 
كذلكَ قيما تقترب شينا 
٠‏ فشينا من (2+) 


ا 
1 
0 


ل 
11 


211 
0 


5 + جاعر 
- بنفس الكيفية السابقة نبين أن الدالتين عأة «اءد و “د جاه لها نهاية  )+0(‏ عند (م +) 
ونكتب: صعب - تر روزا : مع د ريمزا 


مم4 مور معد جزير 
1 نهاية حقيقية عند زائد ما لانهاية - المستقيم المقارب الأفقي : 
تعريف : 
/ر داة معرفة على الأقل على مجال من 
الشكل : ]صب 2 


- القول أن / لها نهاية / عند (م+) ونكتب: 
“107 يعنيانه نا « ياخد قيما تدرب 
شينا فشيئا من (م +) فإن الأعداد (عد)/ 
تقترب شينا فشيئا من / ويعبارة اخرى 
الأغعناد (عار تأخذ قيمها من المجال 
]©+2.1-![ حيسث: © عدد صف 
وموجب تماما . 


00 9 
” / دالة مقلوب معرفة على ] 5+, 0[ »إليك جدول قيم ()/. من أجل بعض 5 


ا قيم 1. , 
ل« 

35 أذ ين لتقن أل فنا لحرن لم ١‏ 
١نم‏ ليا ل م 1 21 


نلاحظ من جدول القيم السابق انه | | | ١‏ 
: كلما اخذ ‏ قيما تقترب شيئا 0 


00 
فشيئا من (مه+) الأعداد -- تاخذ 


:: الصفر ويعبارة اخرى لا : 11 (2 
فإنء» ( )/ تنتمي إلى المجال 

4 6 
7 أ 5 0| ونعد : 18-0 


١‏ 41 مد جار 


5 


:. نقول ف هذه الحالة ان الستقيم ذو : 
5 المعادلة 0 > بر هو مقارب أفقي لبيان الدالة /ر في تجوار (»+) 


7 


. بنفس الكيفية السابقة نبين ان الدالة سلجم لها نهاية معدومة عند (6+) 


١ 


الحل : 
1) الدالة /. معرفة على المجال ١ ِ ,+6 ١‏ حدسياما * ياخذ قيما كبرى : العدد(1-) 
مهمل أمام 27 كذلك العدد 2 مهمل أمام 3 . وعليه لما ؛د يأخذ قيما كبرى فإن 


7 الدرس الخامس 


3 1 
(*)/تقترب من كد أي تقغرب من 3 وهنا يعنيان, 2 >( )رهن , 
0 مد جر 
2) - من أجل قيم كبرى ل: « حلسيا *2 تاخذ فيما أكبر بكثير من +2 . نستطيع 
كتابة ( :« )ير على الشكل : اك -( )كر 


- فن اجل قيم كبرى للعدد ‏ فإن : 1-4 تقعرب من العدد 1 عندنن ( ,]كريسلك سلوك 


د ي جور () وعليه نكتب , + - دسا( )كر . 


م2+ جرع ولج جاير 
و 


© - نهاءة دالة عدد ناقصمالا نهاية 

/. دالة معرفة على الأقل على مجال من الشكل : ] 4, *- |[ و/ عدد حقيقي 

الهدف من هذه الدراسة هو معرفة كيف تصبح قيم ( + ) / لما * ياخذ قيما سالبة تقترب 
شيئا فشيئا من (0-). 

2 النهاية الغير منتهية عند ناقص مالا نهاية 

- القول أن /. لها النهاية (+) عند (5-) 

ونعصبا: ف دلع) رما تغني أنه لما * ياخذ قيما سالبة كبيرة بالقيمة اللطلقة وتقترب 


ص جم 


شيئا فشيئا من (5-) . الأعداد ()/ر تقعرب شيئا فشيئا من (مم) . 


- القول أن ر لها النهايية (:ه-) عند (-) ونكتب , 5-+(5) /1151 يعني انه لما * ياخذ 


وكا 
قيما سالبة كبيرة بالقيمة المطلقة تقترب شينا فشيئا من (*-) الأعداد (+)/. تقترب شيئا 
فشيئا من (-) 


مثال © 
/ دالة معرفة على / بالعبارة : د -( :)/ 
5 ليكن :د من 1/ بحيث . 1-) + 
ُ ل 7 8 
1 بالعدد « نجد: +- (12 
7 6ج ورب كينا كديا من . 
:؟ (م-) فإن ( +-) تقترب شيئا 
فشيئا من (*+) 0 
2+ الأكبر (+-) تقب شيئا 
3 فشينا من (6ه+) 
١‏ وتعتب, 72 
مثال © 
/ دالة معرفة على #/ بالعبارة : "© -( «)ر 


ليكن + عدد حقيقي حيث : 1 3 

بضرب المتياينة 1-) + 222 
بالغدد 2 تجد (2.11بر-) كبر أن 
و بضرب المتبايتة 1-)1 : 
بالعدد + نجد «-(22 


مدوم روا ور صم ين 
. اي يي جرحي حي رار 


حرجيدم 


: وعفس ندا بيه باطخ 
5 (1-) نجد : (1:....)2)*<- 
من (2(9)1) تجد: 

2 جر ) رع 


بجعم 
ا 


لما + تقترب شيئا فشيئا من 
(ذه 0 فإن الأعداد 3 بر 
الأصغر من + 


20 


حرام م برح جيم 
ل نومره 


تأخذ قيما تقترب شيئا فشيئا من (--) ونكت 9 - مدصنا 


0- جرير 
2 نهاية حقيقية عند (».) ( المستقيم المقارب الأفقي ) 
- القول أن /ز لها نهاية / عند (:.) ونكدب , /-(*110/1 يعني انها * يأخذ قيما 


- 
سالبة كبيرة بالقيمة الطلقة تقترب شينا فشينا من (*-) فإن الأعداد (+)/ تقترب شيئا 
فشيئا من / بعبارة اخرى الأعداد (<)/ تأخذ قيمها من المجال ] © 71 , 1-2 [ حيث ؛ 


7 
1 


سجحو- 


27 الدرس الخامس ظ النقايات ‏ 


© صغير جدا و 2(0 بع 0 ادير 0 4 


01د 3. 1 النهاية اللانهائية عند + - المستقيم المشقارب العمودي 
مثال © 3 القول ان الدالة / لها النهاية (+) عند 6 ونكتب يعار تعني أنه لما * ياخد 


7 / دالة معرفة على 


قيما تقترب شيئا فشينا من 4 الأعداد (7)/ تصبح كبيرة وتقترب شيئا هشينا من (*)). 
] »+ , 0 [نا]0 , ه-[ 


ونقول في هذه الحالة أن المستقيم ذو المعادلة ٠‏ 4 - + مقارب عمودي للمنحني البياني للدالة / 


القول أن الدالة / لها النهاية (0*-) عند 4 وتكتب : -( .)م سنا 


د الك 
تعني أن كا * تقترب شيئا فشيئا من + الأعداد ( :)/. تصبح سالبة كبيرة بالقيمة الطلقة 
وتقترب اكثر فأكثر من (م-) . 


إليك جدول قيم (*)/ من 
:: أجل بعض قيم بد السالبة. 


نلاحظ من الجدول السابق انه كلما اخذ 
1 3 دج اعد واي اتوت مدر 
5 


مثال » 
/ دالة معرفة على [0]-// بالعيارة + -(:) / 
: إليك جدول قيم (+)/ من اجل بعض قيم * القريبة من الصفر 


5 ل 
'. وبعبارة اخرى لا /3) + فإن : () / 


تنتمي إلى لمجال ]0 , جب | ونكتب: 


سنا 


7 ما 
نقول في هذه الحالة ان الستقيم ذو المعادلة 0 -بر هو مقازب فكي لقتني 
0 جوار(م-) . 
2ه 


1 نهابة دالة عند العدد ه . 7 تلاحظ من الجدول أنه كلما أخذ د قيما موحبة وصغيرة جدا الأعداد (عار 
لتكن / دالة و ,2 مجموعة تعريفها حيث : 7 إما ينتمي إلى ,2 أو 4 لا تنتمي إلى تأخذ قيما كبيرة حدا وموحبة ولما د ياخذ قيما سالبة وصغير جدا بالقيمة 
,2 (ه حاد ل ,2 ). 7 الطلقة فإن الأعداد ( )/ تاخذ قيما سالبة كبيرة جدا بالقيمة الطلقة . 


هْ 
ع 


- 
ب 
0 


إذن الاعدا د ( <)/ لا تنتهي إلى (+) ولا إلى( -) ولا تزاكم حول عدد 
حقيقي ؛ لكن عندما * يأخذ قيما موجبة وتقترب أكثر فاكثر من الصفر 


مب - رونا 


جرحم 
وخر جريب 


الاعداد (+)/ تصبح كبيرة جدا وتقترب من (©+) ونكتب عندئذ 


ور 


07 
ا 


موسو سوس وق جد وسوس 
يعدا تكوب ون المبر 
اك؛ر فأكثر الأعداد 

( ار سالبة كبيرة 
بالقيمة المطلقة . تقترب 
نظدر كاكدرمن ب 
ونكتب عند نل : 


عع ع م سيران نو بعري 
راي اسار تر ا ارم 


يبري" 2 
ومحري 


ع 
صمح دون 
2 


عبد ررم 


3 النهاية المنتهية عند ه 


القول أن الدالة /ر لها النهاية / عند ج ونعتب ؛ /-() /زداذا تعني أنه لما + يغارب شينا 


7 جاعنر 
فشينا من + الأعداد ( + ) /ر تتراكم حول العدد / 
0 مبرهنة 
1) لا 0< هبن #لدء سنا 
+1 
2) م كثير حدود و 3 عدد حقيقى : ( مام ح(ع) مسا 
35 2 جاع 
3) / دالة ناطقة و ,2 06 : ( ه)/ >( )رسن 
جاع 
04 +1 1زأة لزلا , ©4ؤومن- جيم ررزا 
2 خجاغر 7 جا(ار 


104 


]ه,2[لا]2.ه-[رم 


العدد 2 هو طرف من أطراف ,2 


4ع(2+«)ضنا 0-(2-ع)هنا 
يا 2ج و 2 جاععر 

- !ذا كان : 2(0- وقريب من الصفر فإن حاصل القسمة يكون موحبا وكبير جدا . 

وإذا كان 0) 2-2 وقريب من الضفر فإن حاصل القسمة يكون سالب وكبير بالقيمة المطلقة 


إذن تدرس النهاية من اليمين ومن اليسار عند 2 . 

6 النهاية من اليمين عند 2 : 

نقتصردراسة / على المجال ]-ه+. 2[ 

لل :د تأخذ قيما تقترب اكثر فأكثر من 2 وأكبر من 2 فإن: 2(0 جو 8-2 قريبة 
من الصفر و (2+*) 
قريب من 4 , 


2+ 1 
إذن العدد : 2 يكون 


موجبا وكبير جدا نقول 
عند نذ النهاية من اليمين 
للدالة / عند 2 هي 
( +) ونكتب : 
معد - ( ع )ردنا 

2« جنع 
© النهاية من اليسار عند 2: | 
نقتصر دراسة على المجال ؛ 


8-20* قريب من الصفر و 2 +1-: قريب من 4 


إذن العدد حك يكون سالبا كبير حدا بالقيمة الطلقة : نقول عند نذ النهاية من اليسار 
5 1 
يواه د حق ‏ - 
الستقيم ذو المعادلة ٠‏ 2 -: مقارب عمودي لبيان الدالة /ر 
هه 


٠‏ نظرراث حول النهانات 
لتكن /. و ؟ دالتين و /./ عددين حقيقيين و 0 عدد حقيقي 
5 تهاية مجموع دالتين 


بم نهاية حاصل قسمة 
1) نهاية ع: غير معدومة 


نهاية /ر 221 

عن لعا هع ل نا كله 
/ 0 عدم التعيين 

دي ابنذ قاذ مأ سد نب 


2) تهاية ع معدومة 
: م 10م |5 0 | 
ييا اوس 


دغر وزاك قر رونا 
| ية الدالة : 
) تهاب مريع صد جرع جاع 


-! دهز حك اذا مد - 1 خلا , مط ناا 


2) نهاية دالة تقفو 9 3 
2 ام 0 جم ِكعم 


3) نهاية الدالة الجذر التربيعي : مم - رد سنا 1 0 - لاوح عر توا 


صصمد جاببنر 0 جرع 


ممح #دورزا مه حر روزا 


5 2 3 
لأن: >< ددم و 


م جاعر وت وسار 20 
مد ورا وى ا صب- دزا مهب دع رونا 
ن : و 
0 جحرعر ند جاع د كت 
0 -(وعويوم) هذا لإن, ح ترون[ و صف -(2 جع)دنا 
ريد ص جار الى 
ص -(2 ع4 5 حصنا لأن صبد ثجونزا 5 صمب -(2 +م) «اذا 
عما. جرزير ود جارج 7 مد جرم 


3( 0 ال-6 تنا لأن: 0-(-2) هنا و 3< + دادسنا 
2 جاع 


2 جاى 2 جاع 
8- عرد د نا تن “فلععسا 5 2 - بدأيدهمنا 
4 جرععر 4جار 4 جرع 


إل 


م الدرس الخامس 
١>‏ لد ا لنزذا 5 . 1١-(ا+جم)صنا‏ *0- جأمسنا 
١ 0 35 1‏ و 
7 حوسسجع 0 حلم 
صمد- كة سنا ىن ادعمسنا *0 - د- اذا 
1-7 ن: 1 و 
وي جليعر اجليعر 
0-0 7 5 7 
5 6ع حصنا ١‏ -(ة جمدنا : نه 
1 2 1 ابه 
4 1 سجكبر 
حلي كي 2 
و شد « ان دد(ت+بسنا ‏ *0-د(-متاسنا 
ن: و 1 
كر ظّ عقب 
رين تدريي © 


” الل : 
0 2+1 +2ير 


1( 520 2+1 
[1-جربير 


مناجل كل + من 18. “([1++)-1++2+2ر 
2 
ومنه مناجل كل + من!1-)-7/ .: بع اختشيد 
لذ ع2 ل 
بالتالي : 0-(ا + عاسن د كشتكتكون 
| 1-جالير [-جررير 
م 
قد عدم 


لوه 


لسمتحمهة وول 


+ | 


من أجل كل + من : ]2 +,10[ : دي 


]08 


[8) النهايات 


1 
لون تلاوون 

ا وعد عفر وس ألو جه 
وو4 جاع ون+ جساعر 


3( هص -[ ع/- ع ) سنا 
مج جرح 


ٍ 1 بذ لعل الت : 50 
- ع - اساه _ - 0- ١‏ 
مو+ سا | 1 تدنمنا ا ادا ( ل )دنا ا 2 
مصمدجرعر معد جرير م+ جإزير 207 
4( مده -سلر»(- )نا 
ب 

«- الب« الد_ 1 

د - آله د اليه 
1 -1 
من أجل كل : « من ] 1,»-[ : جع ؟ وعم + 


1 5 ال 
مدع 110 2 إززنا! 1 
ع 97 0 لآ *0- في الا 
اأتوكدي + لوكي 52-5 
8 


© -.وراسة دالة ككثر الحدوه 
5 النهاية عند اللانهاية لكثير الحدود 
/. دالة كثير حدود معرفة على // بالعبارة : 


يه ععزة حن... لعو ريوع كر رود( ار حيثة 6,20 


لا 0 عد + + ( » ) “ر تكتب على الشكل : 


رت 4 وه 03 0 14 
4 7 +.... + مق ب حدذب ] | "بر ره -( )كر 
ب اورم 386 ره درة مه-(») 
تمكون لحك زات - .كوا 5 
لكن: 3 ,1 0 "ده 
مذ جوير مهب جمير مد جاع 


ا كب فكي ... + لحم بز إمرنا 
و عليه : الوني هين در م 


عمد جايعر 
بالتالي : تهاية ( د)/ هي نهاية : " ,ه 
نتحصل على نفس النتيجة لما * يؤول إلى (--) 


7 الدرس الخامس 


5 مبرهنة : © 1 
عند ما لا نهايغ نهاية دالة كثير حدود تساوي نهاياة وحيد الحد الأكبر درجة . 525 جدول تغيرات كر 
مثال »© 
صمب - 22 ذا -(2 م3 + 2ج) دنا 
م جار 0+ 1 
مهد - 2:2 ووزا -(2 +ع3 + 2جه) هنا 
١‏ مع جحرىر تو د 2 
5 مد “3 -ووز| ع( + تيو + ثية) ذا 
: مز مسريو ص + جزعر 7/)0(-١‏ 0 0-(1)/ر 
1 م “3-ووز! -(ع + غية + "3 ) حارلا 2) بماان 0-(1)/ فإن مناجل كل + من #4/: 
: مجعم ع دوعر (ععضبئى)(-)<(:)ر حيث : 0 + » 
51 بعد النشر والتبسيط نجد ؛ عم( ة-ه )م( ج-(طم) + تمد( ع )/ بالمطابقة مع عبارة 
(<)/ تجد: 
2-هم وت3- دنم و 0-مح-ءع و 1-م- منه نستنتج : 2-2 و1-ءعءمْو اددع 


0 / )( دالة معرظة على 4// اباندبارة التي اعد قد‎ / ٠ 
أدرس تغيرات الدالة 0 ٍّ إذن : [1-م-1()2:2-) د(ع)/‎ )١ 1 
ا ل خم حل العادلة : لمر 0 1 0-(ع)/ يكافئ (1-م) او([1-0-+-2,2)‎ 


تعامد ومتجاس | .أ ِ 2 0 282-1١-0‏ يكافن (1-م) أو [4- -م) 
# الحل : بالتالي: 0-(*)/ يكاشئ ( 1 عو وريم 
أي أن المنحني (2) للدالة /, ا 1 
|) دراسة تغيرات الدالة “/ر؛ ] ,مه -[ 2 ,12 باح تايل مسو و3 
مه - عونا ميق زع )رصنا في نقطتين 
جاع 1- 
1 كرت (4)1.0 ٠‏ [٠,/د)ة‏ 
00+ عر وت+ جريىن 
الدالة / قابلة للاشتقاق على 7/ لأنها دالة كثير حدود ولدينا من أجل كل + من 17 3) الرسم 
+6- ثجة -(ع)ثر جدول قيم مساعد لرسم بيان 
0-(2)/. يكافئ (0-+) أو(1-م) الدالة / 
إشارة ( )”/, مدوئة في الجدول التالي: 
عمد 1 0 ب 
* 3 ِ إشارة ( )"ر 


0+*) / إذا وفقط إذا : ]| + :اناا , ©- [ ع وبالتالي الدالة / متزايدة تماما 
على كل من المجالين [ 0,- [ و ] 8+ , 1] 


ود ١ ١١‏ ا 


©. دالة ناطقّة ( المستقيم المقارب المائل ) 


16 النهاية عند ما لانهاية لدالة ناطقة 


دالة ناطقة معرفقة على ,2 بالعبارة التالية 


ممععد ...ابر سو + “3 ورت ار 
وا ظ؟..... + ! "يد بيرق + "دارم 


حيث ؛ 0غ ,2 و (غدرطة و9” و 77 عددين طبيعيين : 


7 
ىك _ كي بحكبى ارين 
5250 3 ررك 3 رةه 1 ١‏ )عر 1 
)5-5-6 صنا دز ) “رهسأ 
4 5 فيرظ 
م سيد ...+ +1 إديية 
2-0 ابر جم 
بما أن : 2-0 حم كوون د,.... - لحك رون 
1 1 4 
5 ١-]|-ه‏ ,ك5 ب ..... ب حكب رز لوز 
ن ما ١‏ 0 6,3 
6+ جإر 
5 5 8 
0 دااع درا ع ,... دك 
ويماأآن: > "ديرم ايم 58 
معد جرع + جربر م +جيير 


0 
تكسن - زمر سنا 
إذن : دنا 


60+ جار 


بالتالي نستنتج أن نهاية /. عند (دم) أو (--) هي نهاية الدالة ؛ ةي عند 
0 
(ه+) أو () 


١ ١ 


2 - أحسب النهايات التالية : 
2+ 012 
3 1( روزا ا نا 
3 مما ج بر معد جار 
تت 
ب [+عر+ثر امعت عن 
2 2) 2+مةبثير ؛ 3+2 + ثبو 
0 مت جإزعر مد جزعر 
9 3 3 
: 2+1 + د 1 
7 3( 2 | 7 2-1 زرالا 
3 + جاععر 6 جإعنر 
الحل : 
2 42 
1- ونا - حخنشونر 
1-١ (1‏ 
د جرع + جدبر 
| تون فخقون 
[-عر 
جربر ومماجيعجر 
و احون دييض اليه 
2( ا : 2++3 جاتر 
جاع عم جرير جار 
ملسن - كمنا- لجعت عون 
د 7 ُُ 3+ شمر 
م+ جر 0ت جصربر 
2 9 +ج+ . 
و صب قرونا ير امعتكون 
( 13 2-1 


مهد جرير 0+ جه بر 60+ ذل 


3 3 

5 3 1 ++ + عر . 

صد- نروونا لون كمتتتظون 
59 1-عر 

ماجير مداجيع بح عر 


2.6 المستقيم المقارب الماتل : 1 
1 دالة ناطقة حيث : 2 - / و 6 و © كثيري حدود 


إذا كانت درجة 7 - درجة 1+0 فإنه يمكن كتابة ( :) /ر على شكل + 
ماع +هجعه -( دار حيث : 0:20 و 
هذا تحليل وحيد ل: (+7)/ 


13159916 


0 زع )ع منا 


6 «ج عر 


إن كان 0-(5) "1 و 
نقول إن اللستقيم (8,) ذو المعادلة 

أخخر وعر 

مقارب مائل للمنحني المثل للدالة / عند 
() او (م). 

حالة عامة : / دالة 

إذا كانت ( 7)/. تكتب على الشكل : 
داع طعدته مع 020 

0 -(ع ) عونا 5 0 >( )ع دنا 


0د جاع 2-9 بن 


فإن الستقيم ذو المعادلة . م + 10-6 مستقيم مقارب مائل للمنحني الممثل للدالة / 
كله [) طريقّة لإنبات (4) مستقيم مقارب 

لإخبات أن الستقيم ذو المعادلة : /++4 0١-‏ حيث: 0+0 مستقيم مقارب 

مائل للمنحني ( ,) الممثل للدالة /. في حجوار )١0(‏ أو (0--) 


000 (مععه)- زمار ونبين أن : 0 


' 3 لدارسة وضعية النحني ( 7) الممثل للدالة /. بالنسبة إلى الستقيم ( 4) ذو العادلة 
م ++ م - ١‏ نعين إشارة الفرق ( 8 +ع)-(<)/ 


مثال © 


5 


لتكن. /. دالة معرفة بالعبارة التالية : | عمق مةرر 7)/ 


بين أن المستقيم ذو لمعادلة 2 +1-ز مقارب للمتحني المثل للدالة /ر 


“ الحل : 
)3 2-3 جح )-ا+عةبتدة3 1 - (2مع) " 1 3 -(2+)-()2 


3-3 33-3 


2 (فعوععة-3)-اج+ءة :مد 


33-3 2001117 


2 نون -[( 2+ )زع )راهنا 


مم4 جم | | ص جم | ]| 


ومنه المستقيم ( 4 ) ذو اللعادلة 2+ - نر مقارب مائل للمنحى ( /) اللمثل للدالة / 


)فوس صمفشافطة را د ٠‏ 02" ا 
عي لأعله اكطيدية 2 2 تست من أجل ماله ين 0ل 00 


وكعدبوبم ده <(ع) / 


ثم استنئج معادلة مستقيم القازب اناذل ل؛ )2 انمثل للدانة 1 


3) عين نقط تقاطع () مع محاور الاحداتيات 


4) ازسم (7) ف معلم متعامد ومتجائس | ( 0 1 


“ الحل : 

|) دراسة تغيرات /ر 
الدالة /ر معرقة إذا وققط إذا كان + 0 +37 -< اي 3 عد 2 ومن + 
]+3 إلا]3 ,»-[ درم 


حساب النهايات على أطراف مجال التعريف » 
مه حم ]ا - - ملا( د)رهنا 
مجع مندجيعم وود جرير 
2 
ممه - م رو1| - «ذا د( )رسا 
صدجع مودجع صبوجير 
4 -( لمعة-قد) دنا 
صمد حزء ) ردنا دحلم 
3لىو 0 -(3-م) نا 
حسة " 
4 15 +24 ( دما 
م - ( ع )ير دنا ا 1 جلي 
3 كير 6 -(3-د)ممنا 
3 جئج 


الدالة / قايلة للاشتقاق على ,/ ولدينا من اجل كل من // 


.- 205 ممصا جو ا ع سس ساس سس سح 2 


1+جة2- 2د )(1)-(3-خ[2-+2 


3 -(>) ير 
3+ع6- شع _ 1+ مجع 2-6-2 
“[3-م) '(3-+) 
0-(«)'ثر يكافئ؛. 5-0++2-6 يكافئ (1-+ ) او (5-+) 
إشارة (2) "/ هي نفس إشارة ( 5+ 2-6) 


إذا كان ؛ ] 6 + , 53 [لا] 1 , --[ء + فإن 0(()”/ ومنه الدالة / متزايدة تماما 
على كل من المجالين [1 , <-[ و ]<+ ,5] 

-إذا كان ] 5+, 3 [لا]3 , 1[ ع+ فإن 0)(+)/ ومنه الدالة “ر متناقصة تماما على 
كلمن ]3 . 1] و[ , 3[ 


2 جدول تغيرات /ر 


0-(1)ر . 5(28)ر 
2) تعيين الأعداد الحقيقية 2, 7 , © بحيت : يك +ؤججم -(ودار 


3 
2-3 
من اجل كل + من ,2 . 
غ+طة3- ط +ع ه3-:1ه _ »>+(ة-ع)( م +عم)_ 
2-3 3 3- بد -()/ 
ع حقة سوط جمة-) + عه 


1-3 


3-1 3-1 
بالطايقة مع عبارة ( *)ثر نجد : |2--38+8- منه نجد ؛ 8-11 
1+ ع +ثؤة3- 6 


إذن: جكبا+ء-(+)ر 


3 


اا 


النهايات 


4 
2-8 م كمون 
سينا حك -(اجه)-(ه) 2 و ١‏ 0 

إذن نستنتج أن المستقيم ذو المعادلة 1+ - نر مقارب مائل للمنحني الممثل للدالة / في 
جوار (ده+) و (-) 

تقاطع () مع ( +) و (/زيز) 

ه («) تقاطع (#ى) 

0-(+)/ يكافئ . 6 امقس و ادك يكافئ : 1-0++2- ثور واقوغ 
ومنه نجد (ا-+) 

إذن (7) يقطع ( '*) في نقطة وحيدة (24)1,0 


دوم 27 - با _ [ت0ةة 


5( ) تقاطع( بربر) 0-+ و(0)/ دنر 
4--(0) ردير منه (7) يقطع( “ردر) في نقطة وحيدة [4-.8)0 


- زع ) ردنا 
3وكسير 


مم+ -( ع ) رامنا 
3 حبر 
فإن النحني ( ) له 
مستقيم مقارب معادلته 
3جسع 


بما ان 


89 يما أن : 
0-(اجع)-زد)رسنا 
معد ١ه‏ || 
فإن النحني ( [) له 
مستقيم مقارب مانل 


في جوار (+) و (--) 
معادلته 1++ دنر 


7 


[[الدرس الخامس 


© : الخطوات المتبعة لدراسة دالة ومَبْيل بيانها 
53 لدراسة دالة نتبع الخطوات التالية ؛ موقع 
|) تعين مجموعة تعريف الدالة / الا 
2) دراسة شقعية ودورية الدالة /, الدراسة الجزائري 
- نقتصر مجال الدراسة #ممقفم للع ص 
- تعيين عناصر التناظر المنحني الممثل للدالة /, 
3) دراسة اتجاه تغير الدالة / مع تعيين القيم الحدية العظمى والصغرى إن وحجدت 
”ا 4) حساب النهايات عند أطراف مجموعة التعريف وتعيين ن المستقيمات المقاربة للمنحني أن وجدت 
5) تشكيل جدول تغيرات الدالة /, 


3ت لرسم بيان الدالة “ر نستعين بما يلي : 

- رسم الستقيمات المقاربة 

- تحديد بعض النقاط من ( 7) وتعيين نقط تقاطع ( 7) مع محاور الإحدائيات . 
- إظهار عناصر التناظر قي الشكل 


| لتكن / دالة معرفة على 77 بالعبارة التالية : 37 - " -( +) / وليكن . 
0 5 0 : 
1)عين ,2 مجموعة تعريف الدالة / ثم بين آن /, دالة زوجية 
2) ععين اتجاد تغير الدالة. / 
1 3) احسب نهايات الدالة عند اطرقك فبكال التطريف: 
| 4) شكل جدول تغيرات الدالة /ر 
5) عين نقط تقاطع ( ) مع (++) و( 3 
6( ارسم (7) 


#ذلر: 
1) الدالة /ر معرفة على / لأنها دالة كثير حدود وبالتالي:”// - ,12 |5 ا ار 
من أجل كل +« من”*17 فإن : *- تنتمي إلى 78 وء 


(-)ة-(ع-)د(ع-)ر 
(+)/- -(دة-م) - جح ع 3+ رع 
إذن الدالة /. فردية وبالتالي نقتصر دراستها على ]| * +,0] - ,118 - ,12,1117 


5 النهايات 
2) الدالة /ر قابلة للاشتقاق على 178 فهي قابلة للاشتقاق على ] +.0] ولدينا من جل كل 
من ]ص+,0] +3:3-3-(:)/ر 
0-()/ يكاهئ 0-(3)2-1 
يكافئ (1-*) أو(١1--2)‏ 


صم 1 0 
انع و عن كس سس 5 ١‏ 


- إذا كان ]1 ,0]ء + فإن: 0)(<) '/ ومنه الدالة /ر متناقصة على [ 0 ,1] 
- إذا كان : ] + ,1 [ + فإن ؛: 0 (( + ) / ومئه الدالة ر متزايدة على ] + , !| 


3) حساب النهايات : 


0-(0)ر دز« )رسا 
0-يىر 


صب ح أبروونا -( ع )رما 
0 جس 00+ + ير 


4) جدول التغيرات /ر على المجال ] ++ ,0] 


٠ 


5) نعيين نقط تقاطع (7) مع ('++) و( “رير) 


د نعيين نقط تقاطع ( /ز) مع( 'د<) 
0-(+)/ يكاقئ . 3-3-0 
يكافئ ( 0 + )او 0 - 3- ثبر 87 
2-3-0 يكافى( 3م - م ألو( 5 > +) 
منه () يقطع ( :) في ثلاث تقط (9)0,0 .[0, 4)/5 :[0, 5/.-) 8 
5 تعيين نقط تقاطع ( :) مع( /زير) 
0-+ و (7/)0 دير لكن 0-(0)/ 
مته (2) يقطع ( /رير) في النقطة ( 000,0 . 
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6) ارسم للنحني ( /) 
بما أن الدالة /. فردية فإننا ترسم 


حبزء من بيائها على المجال تطبيقات موذحية 

ا مه +,0] 00 .م 

ونتم رسم الجرء الآخر بالتناظر 

بالنسبة إلى ان 5 2 2 

ا تطبيو و" ©: ماثةة. تحيين مجموعة تعريف - حساب النهايات #لبجية 
الدالة “ر - 7 2 مسص م و 


الحل : 


1( الدالة /. معرقة إذا وفققط إذا كان : 0 :1+ + أي ؛ |-ع < 
ومنه ؛ ]2 +,1-[لا]1-,--[ ع2 


ييا : 
حساب النهاياث ؛ 2 - 7 منا دز ) رصنا 


مدجبير دجي 
- كشدنا -(») “رسا 
6+ جر عمد ج بن 
5- -(3-+2 )دنا 
_ 3- 5-5 4 خا 
وو ع م1 (ع )رصنا يآ 5 


الا0 لج و 


5- -( 3-+2 )دنا . 
مه جرع )ردنا ان إ- جلثي 
وين لأن *0-( 1ج ) دمنا 
1-جفير 0 


03 الدالة /ر معرفة على */ لأنها دالة كثير حدود ومنه ٠‏ ] © +, 6 -[ -2/ 


5 حساب النهايات : 
211 - سس سآ 


مم - 32 روزا -( + )رصنا 
060+ ساعن عمد ١‏ عر 
صمب - 32 وم زا - زع )هنا 
00- جح عن جد ير 


3) الدالة “ر معرقة إذا فقط إذا كان : 0 +1++2- 


10 ++2- يكافئن 0 ومنه مجموعة تعريف الدالة /. هي : 


2 
صب د مد ونا تك من -( )هنا 


مدجدج )| مصماجحيج زر 


ون شين ١‏ 
مد رجصنا- حت ورا -( د)ردنا 
مدجداعر- | صدجعحع مصددير 
3 . 
دزي + نر دنا 
عد 5 أجلم 
5-0 *0 -(ا+ ع2 -) دنا 
أجلم 
3 
3 د( م + )دنا 
م- د زع )/ هنا 001 2 
7-01 ن 2 
2-0 -0-(1ا+ع2-) ورا 
حلم 


4) الدالة “ر معرفة إذا فقط إذا كان : 0+ 1- برء. 212 
(.....0 1ر2 
ع 652-4 -4 بالحساب نجد : 9-(1-)[4-12-4)2 
إذن المعادلة (1) لها حلين: : و :د حيث. 


تنك ري كلدي ىن رن تعد دادم _ 

40 م حمسيو 2 و 

إذن | 1-. علد ره ومنه؛ |م+ ,+ إنا]خ.- [لا]ا-ه-[د رت 
ع 


6 حساب لنهايات ٠:‏ ' 
دم # ا 1 
0 متا («د )رصنا 


مجع ممجار 


2 

دبتومنا - (د)رسنا 
س2 
6+ جعر ونو+ جه نر 


إزالة حالة عدم التعيين 

لدينا. (2-*)(1ا+م)ء(2-؛-2) و (1-:1()2ا+ع)-1-ع+262 
54 م/110 

إذن من اجل كل + من ,(/ لدينا : احلسم يهم -()/ 


+1 


اشحعقوسنادزم)رمنا ‏ اعشحكيمنا-(د)رسنا 


ومته: |-2ر2 3 28-1 
* الم ل 

2--(ج-م-تم) سنا 
لججدر 
- (ح)/ حمنا + ( )ردنا -0 -( 1م + 2 ) سنا 
مجني 9 جحل 5 لمجم 
+0 -(1-م + نيم سنا 
لججل, 


ج) / معرفة إذا وفقط إذا كان ؛ 0 2 ثر ٠‏ 
0+ يكافئ 20+ ومنه : [17-10-,2 
إذن: ]+ .0[لا]0,--[عدرم 
2 حساب التهايات : 
0 سنا د سنا - (د )سنا 


مجع مجع و جير 


[2 الدرس الخامس 


0- سنا - بصنا - (د )رهن 


تبر 

6+ جبر مودجج ممدجدير 
3 -(3+ع) ذا 
ه- ( ع )رسنا 5 احجكع 
محكمي *5 | *0-ثرسن 
0حكبمر 
3 (3جع) سنا 
+ - زع )ردنا 5 مجلبم 
وحن 25 | *ودتريها 
مجفبر 


الدالة / معرفة إذا وفقط إذا كانت : 0 2 2+1 
0 +1 ++ 2 يكافئ شع ومنه ؛ |4-!-18- ره 


»,-[-1[7.- 


6 حساب النهايات : 
م كلتمن - د (د )هسنا 
-20 مجر 
و ل خكدون ب (د ار ذا 
مدجدعر مدجاير 
4 -(عه -2) هسنا 
د( )هنا الحيدة 
1- آحه 38 ُ 
ا 0-(1++2) دنا 
تعن 
4 (ج4 -2) سنا 
»+ -( ع )رصنا يو 
لدجم ف *0-(1+جع) «رذا 
جم 
2ه 


ممح حت م ب تس ه 00703 بويس سيت يج ج رين عومد بين ستتينة 


تُطلنيى .. © . ©: بويد اا از - النهايات اتجاة التغير غمن الجدول عيذ 


0 
1) مجموعة تعريف كل من / و 8 
ْ 2) النهايات و عا ا ا 


8 


/ 1 


ا ب 


| مجموعة تعريف الدالة /. شي : ]+ 1ن" حي[ جرد ,2 ومجموعة تعريف الدالة ع 


وعممات ل ل ا نت يتك لوده 


هي ؛ ]مجر[ - و12 5 , مآ 2 | 1 3-0 و 
تعبين النهايات : 
ه-دزع)كرهنا 3د(جد)رسنا اع(ء)كرسن © صدرحجارمنا 
ا 5 م جو + جدعر [جابع 
2 -(ع)عصنا : مح زجاع نذا 
م عير م جدبر 


٠. 


03 اتجاد تغير / و م 
الدالة / متناقصة تماما على المجال ]1, -[ و متزايدة تماما على المجال ] 0+ , 1[ 
الدالة م متزايدة تماما على كل من المجالين [ 1,-[ و ]+ 4] ومتناقصة تماما 
على المجال [ 4, 1] 


بي رسم (رت) و (,6) : بيان الدالة / له ثلاث مستقيمات مقاربة 
معادلتها هي : 3 دير . ادير , 2-1 لأن 3-(ع) ترسنا 


ص جد ير 
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ادزءدارسنا هد( د)رسةا < [ عد )ثر دنا 
مد جر [جتجع 5 اجلع ” الحل : 


- يبان الدالة ‏ له مستقيم مغارب معادلته 2 دير لإن ؛ 2 -(*) #«ذا . 
5 مد جدعر () جدول تغيرات الدالتين “ر و بم شو: عاو الترئيب 


000000 


زنك تححدة؟ عاد زنك تححدة؟ عاد © 


نه الم اك 


كح 


2( معادلات الستقيمات المقاربة : 
- بما أن ؛ 0 زع رصنا 


0م جه بر 


فإن : 0 بر مستقيم مقارب ل: (/©) 


فإن : 2 - در مستقيم مقارب ل: (رع) 
صدرع)رسنا صدد(ء)رسنا 
ولج 1 امبرفيي 
فإن الستقيم 1--< مقارب د : (/©) 

لد( ع)عسنا , 0<( ) عصنا 
6 حجن صب جد عر 


فإن الستقيمين ذوا للعادلقين ل - بر . 0 - بر مقاربين ل (,6) 


- بماآن 2 


م+-(ج)ع هذا صددزع)عصزا 
وكا 5 | جلجع 

فإن الستقيم ذو العادلة 1-- * مقارب ل(ي0) 
سس سيت جه 7ت 


- يما ان: 


1 
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الدرس الخامس ...لش 
مناجل كل : من #/: / 210 
ومنه : ممه -(3+«ة) صنا عامجا 


ما جه بد 


0 و مد د زع ) هذا 3 ْ 
ويب (عام ا (جارس , (عام- عرست , لماه (وارس ‏ 


صدج ةو ١‏ 


ْ | إذا علمت ان : 2 -(«)رهنا 
0+ 


+ ج بر معد جه بعر 


5+ دزع )رسلا يؤون, ا 


)وجد, [عاناسا : ال صدد ثم هنا -( +) وهنا وبري قبع مجه -(ع)ع +[ #)ر ها 
“#الحل : 0 0<(« )رصنا وا( +)وسنا ومني 1د0+اد(ع)ع+لع)رسنا 
ن بده +2 -((ع)ع +(ع)/) سنا صد جر مد جر - 


مه - م2 -(( برأم -( ا 
مد -(ه+)»2 دز )ع (ع« )رسكا 


١ -‏ 
ه+د(ه +[ )- ((ع)/) هنا د(م 2 ل)وة- «نا 0 
مد جه بر 6+ جبر ٍ 17 
ند 0 
تطبيقٌ . ©: مواق حساب ثهايات دوال لاظطقة ودوال كثير جدود التي 3 
ون و مسييين 1 » الحل : 
(+ع)رسط سنا 1 
| صدهديس 5 كفده 000 بن ه+دزع) رسلا و 9 يعد ومنه. 0*6( +) ع( ) هذا ي عدم التعيين 


ٌْ 1( 4+2 -(+)/ 9 عع -(ع)ع 1 ظ 6+ جه عير 


لعبمدزه)ر ا مو ايض مدعا قر ع سيا الاو وو الوا ره 
0 ا«+دد(ج)ع 


وه+ ج نر 


اأمجطمر ٠١‏ سلعلمام ا وك 1 ١‏ 
ْ “ الخل : 0 ا ا لل و- ددن -( ) عصنا ودلا 0 -( )ب( )سال 5 
ا ١‏ 5 وج جبر 
1 " + د( ع ) “رسنا 8 ع( ع )ع دزا 1 


من أجل كل + من 17 بحيث ٠‏ 3:0++2 للينا: , حك د( ») ع( +)/ ومنه 


3 3 1 
صب ع رما ا 2 2-1 1 
عبد نا 8 إينن -(ع )ع (ع رذ 
معد جاعر ممن+ جدير 6+ جع بر + ج ثرح 


6+ جب مد جد ير 
ومنه -ص-(ع)عخل») رهلا 5ذ 


سس ستيج 


» الحل : 


2 25+25-3-4-(5)ر-( )رهسا 
أ) الدالة / معرقة على 1/7 579 ومثه: 7 5 +25 -(5)/ ماي 


10 
“3 الدالة م معرفة #/ و8/ع5 ومنه: 238 - كلم -(5)م ع( )سنا 
مر موجودة قٍ المؤال 5 جدع 1 
الدالة / معرقة على. | + | و | + |5 ومته : ع 


3- وا 5-1»دهل.-( 5) مد( )م هنا 


وجع 
0( عبد لدسنا دز ع ) رصنا 7 ص+- 2هه زا -( د ) عهذا 0<( ج) لد | ٍ » > (ع)4 دنا 
صدجع مجع صدجع مصدجري 2) الدالة م معرقة على 7// و 7ع 2 ومته : 7 
مشخ انا 4 37 1 55-8 
ومنه؛ + (إدد)ع عدم التعيين 
مد جع ُ -0وم - ع <(ع) امهنا 
١‏ الدالة 5 معرقة على 8/ و78ع 52 ومنه : 
من اجل كل « من 1/7 بحيث ؛: 28-370 لدينا : اك 2 معرهة عن 7 2 58 0 / 
53 0 2 كك 4 اللمس اتيم الل ددم 
ومنه : ا 2 تملا 2 اع 300 حصنا 
مدجع مدجاير | صدجير 8 
ا 1 0 56 تطبيق . ©: غ8#ة حساب نهايات دوال ناطقة عند عدد )هلعا 
2 عل --1 8 8 اوسا 75 
2 0 ل ل فيكف 0 9ع 7 عدميصرين : 010 : 


ص دعر 


7 
0 تكن 3 :1 
من اجل كل + من [18-10: لديناء 7 - 7 - شاك د 
:7 


]) الدلة /ر معرقة على: ( 78-10 -/2 والنئالة / ليس لها نهاية عند الصفر 


-( أجع) هنا 1 
55 لخكون - (دارعةا ون, ع 
ومجئلمجح (لجتلمع 6 


0 جح 


01 


بشذا 


-و-(م-ع- مم مذا 


[2الدرس الخامس 


مب -لشكمنا ع («ارهةا يإن, وها 


مجلم مم -(ع )ردنا ن., دجتهو 
مجلم لجلىع دجنم لأن 6 - (ة) رذآ 
2) الدالة “ر معرقة على : ([1)-// -/2 2- بر 


م ناجل ١‏ -+ مقام الدالة /. معدوم والبسط غير معدوم وعليه نحسب النهاية من اليمين 


”) الدالة فد على ؛ [18-1-2-,2 
ومن اليسار / معرا على ٌ 1 11 


2 -(1+ع) سنا من أجل 2- -+ القام وبسط الدالة /ر معدومين وبالتالي: (2++)(2-+)2 -23-8 
اوت مرا 1[ جع 3 
2 00 أذ | دو سن إذن :من اجل. 2- ++ :(2-+)2-(+)/ ومهنه: 8--(2- اه )ع قدا 
1 1 و5 [جكابر ا ساس يت المح 
8 عضو 5 9 : مويسم و ديه ببان تانام 7.82 ماد ل عفان الدر حويك الثانيه رعذ 


: صب أخد سنا -(ع)رسة بون فج م 


0 [حجلمع 5 لتكن / دالة معرفة على 17 كما يلي : 6- +4 + 27 : 7002 


)١ 2 .‏ احسب تهاية الدالة / على اطراف مجال التعريف 
2)احسب ( +)”ر وعين إشارته ثم إستنتج اتجاه تغير الدالة / تمشكل ‏ 
| جدول تفيرات '/ 


3) الدالة “ر معرفة على [8-12/ -,2 ومن أجل 2 - مقام الدالة معدوم والبسط غير 
معدوم وعليه نحسب النهاية من اليسار ومن اليمين عند 2 


١ 
أ‎ 
| 
3 


د(ة- تم دنا ٠‏ 3) بين ان الستقيم (خ) ذو للعادلة ودع حيث: 0-(1):0/ هومحور 
-( )رسا ٠‏ تناظر لبيان الدالة / 0 
5 -- 7 عو ا 0 4) عين نقط تقاطع [رع) مع محاور الاحدافيات فل ارسم 6 ) فوح م 
2 كع 1 اه : 67 2 
6< زع )ردنا : دن [" 0-(2 +ع اونا ْ 
و حلفم لخ لقا ا 


الحل : 
40 - نم2 سناد( )رهن | صب 22 ماد( +ع )رسا 
© جح بر - + عر يد جح نر وما <:- عر 
:, الدالة م قابلة للاشتقاق على #/ ولدينا :من اجل كل + من 1#: 4+عة -(+)'ر 
0-(« )م يكافئ 1--ع - 


4) الدالة / معرفة على ([2,3-]-1-,2 
من أجل 2--* مقام الدالة “ر معدوم و البسط غير معدوم ومنه نحسب النهاية من اليسار 
ومن اليمين عند العدد 2- 


3 1 7 الح افا 11 
ل ل د نويد نيعا 0 يويسا 
سمسك د معلا ١‏ 12 


55 ج ورذا -( عار دنا ودجكج -إذا كان : ] 1-,*- [ 6+ هإن 0)(#)”/ ومنه الدالة / متناقصة على [ 1-,©- 
يح تميق لأن : 
كه د - إذا كان : ]| 0 +,1- [ ع + فإن : 0(( :)”/ ومنه الدالة / متزايدة تماما على 


]-1 +] 


ا 


--*:( فك ) محور تناظرل: (,") إذا وفقط إذا كان من أجل كل #/ء د ' 
8اء -2- و(ع)ثرء(+-2-)/ 
-عه-ه-( تيه +2)4 - 6-(ع-2-)4+:(:-2-)22(-2)/ 
(ع«)ر- 4+6 + 27- معو-ق- 22 عيرق بقع 
منه 1-- +:(8) محور تناظر ل( ,©) 

4) تعيين نقط تقاطع ( ,©) مع ( /دد) 
ب 22 لها حلين هما 1١-3‏ ومنه ( ,©) يقطع ( د:) في النقطتين (1,0)/ 
و(0 ,8-3 


تعيين تقط تقاطع ( /©) و(/دير) 
0د و6 -(0)ردير ‏ عجرم 


ا 
1) النقطة 1 تنتمي إلى ( /) يعتيان : 0-(1) كر ومنه(0.......)1-ع+ز+م 
النقطة 8 تنتمي إلى () تعنيان ؛ 2-(0)/ر ومنه 2-ع 
ووو بوي بالود وا 0د 
الدالة / قابلة للاشتقاق على #/ لأنها دالة كثير حدود و لدينا من اجل كل + من 7/ : 
ط+ ةيه 3دز(ع)ث/ , 5د(زهار 


7 1 ساد اقئاس يولرى انكلم لج للنادلة » د 3- - بر هذا معناه أن : 3--(ه)/ ومنه 2-3 
١ ِ‏ بتعويض قيمة 5 و »© ف المساواة (1) نجد 4-1 إذن الدالة الطلوبة هي: 
7 كل دالة من الشكل : 2++3-ت+>زعار 
2 : 

+ع + بره جاع مع: 31 008 
0 دن هي دالة ثلاثي الحدود ١‏ , 2 مرامة تغيرات الدالة ‏ ر 

ن الدرحة الثانية تمثيلها ١‏ 3 عه - تدمز1 -( ع )مر هنا ن صعب > تر ررزا د( ع )رصنا 
البيانن فد عل مجع صه بج معد جعر صدجدير 


: 7 3 الدالة /. قابلة للاشتقاق على 17 ولدينا من اجل كل ينتمي إلى 18 3-*:3-(2)/ 
فاصله ذروته هي؛ 2-7 0 -(م) “ريكافئ, 0-(3)2-1 يكافئ: (4-1) أو(1--2) 


واتجاهشه حسب إشارة © 


(إذاكان 0( يكون + 1 5 مهم |إج 000 ا 
مشدود نحو الأعلى وإذا شاك عستا 2 تمت 1 2 
كان 0 ) > يكون مشدود 
نحو الأسقل ) . - إذا كان : ] 1,1-[ 2+ فإن : 0)( *) ”/ر ومنه ٠‏ /ر متناقصة تماما على [ 1,1- ] 
- إذا كان + [ »+ 1 [لا] اه -لزعع قينء 0((«)ثر 
ومنه /ر متزايدة تماما على كل من المجالين ؛ [ 1-, * -[ و ] ه + 1] : 


تغيرات فى 


معن [2) مع ( /زبر) 
0-م.و 2-(0)/ -نر منه :(7) يقطع 
( /دبر) في (8)0,2 


ت تقاطع ( ) مع ( +) 
لديناء 0-(1) / ومنه : (*) / تكتب 
على الشكل : 
(رجدم + ه)(-)د(ع)ر 
بعد النشر والتبسيط نجد : 5 
«7-+(م-مر)+ ثب (ه-م)جنه-(«)ر ل 
وبالطابقة ؛ مع عبارة : ؛ (+) / نجد: : 
»-١‏ و0-ج-7 و 
3---7 و 7-2-منه نجد؛ 
1-» و1-ث و 2--7 وبالتالي :([2-:+ 7 ا ا 7 
0-( )ير يكافئ: (1-0-:) او( 2-0-+ + *+) يكافئ : (1-+) او (2--+) 
ومنه : ( /) يقطع :( '* :) في نقطتين إحدائيتاهما (0 ,1) و (2,0-) 

هه 


1 تطبيو . 09 : ماكز تعيين معادلة قطع مكافئ يشمل خلاث نقاط إلقعة 
.هل توحد دالة ثلاتي حدود من الدرجة الثانية بحيث اللنحى البيأني لها قي 
00 7 او ساو 11 1 
10 ا . 0 1 


نفرض أنه توجد دالة ثلاثي حدود من الدرحة الثانية /. بياتها يمر من التقط /ء , 8 , © 

هذه الدالة تكون من الشكل .»+ ءط + تجن -( +« ) / 

4 تنتميإلى ( “ر) يكافئ: /)0(-١‏ يكافئ 1-» 

# تنتمي إلى ( 7) يكافئ: 3-(1)ر يكاشئ ؛ 6+6-3+© 

© تنتمي إلى (7) يكافئ: 1-(3) /ر يكافئ ؛ 1-ع+94+38 

نضع؛ (١3.......)1-ء+ؤجه‏ ؛ (33+6-3........22+هو9 

بتعويض قيمة ء ف (1) و (2) نجد؛ 8-2+ه و 0-<90+36 

2 - م +4 يكافئ : 2-8 -<-ه 

نعوض قيمة + ف المساواة : 0 96+36 نجد . 1858-98+38-0 منه : 8-0 18-6 أي ؛ 

6-3 وعليه : 2-3-2-1 0 

إذن توسجد دالة “ر حيث . 1++3 + 2+- -( 6 )ثر بيانها يمر من النقطء 4 , فا , 0 . 
لش لوه سل -دم 


تطبيق . 08 ممصيهة تعيين دالة تناظرية بيانها له مستقيمين مقاربين معلومين إإؤعة 


١‏ | !) هل توجد دالة تناظرية / معرهة ب © 0 كدرء)ر 


ْ بحيث بيانها(7) يمر من النقطة (1. 40 ويقبل اللستقيمين اللذان . 
: |معادلتهماء 2--+ و 2 -بر مقاريين له ' 


ْ 7 رجي عن يه كرس و لبس مصاع علي 1ج 9 
معلم متعامد ومتجانس | أر. 7 ا : 


“ الخل : 


[, 1 تنتمي إلى («) يكاهئ١١-(١)/‏ يكافئ 1- 225 يكإفئ 4+ع- 6 +ه 


| +ع 
الستقيم ذوا المعادلة 2- - + مقارب ل: ( 'ر) هذا معنادآن؛ (2-) حلا للمعالة : 
0و +دن أي .. 0 - 4 + 2- و 0ع + ه 2- 
كت الستقيم ذوا المعادلة 2 -'ز مقارب ل : ( /ز) هذا معناه أن : 


2 <(ع )رصنا كن د( ع) رصنا 


عد وو سو ويد متركن 
صب ج || عا دس د 


مد ج |بر 


الشروط السايقاة هي : 

(4).. مدءهم , (2....6-ه , (12...ع0-2 , (ل...ة+ء-وجه 
بالتعويض 4 و 4 ف العادلة (1) نجد؛: +26 +ع -8+ع2 أي .مم 

- إذا كان : 0 >6 فإن : 8-0 - 0-0 ومنه لا توجد دالة تناظرية 

- إذا كان : 0 2 قإن الدالة /. تكتب على الشكل : 


ع د ظ 
بالتالي توجد دالة تناظرية /. معرفة بالشعل , ك2 -(ج) مر 
2) دراسة تغيرات الدالة ث/ 
مجموعة تعريف الدالة ير هي :؛ ] 2< , 2-[لا] 2-,-[-[2-)-/1 2,2 
6 حساب النهايات , 2-(«)رستاد(ع) رسن صبدرع)رسةا 


ممدجير ص جير توك نبو 
مب -(ع) ردنا و 3ق-داججدهمنا 
555 86 2خ 


20ج رونا +0 -2 + ورا 
و كع 2 جفمر 
ت للشتق ؛ الدالة “ر قايلة للاشتقاق على ,7 الوموا هر فق 21 


١+ع2)-(2+ع‏ 1 2 0 
(اعظالعلة )ار يدن بش -(0)/ 


من اجل د من ,2 : 0 ومنه الدالة / متزايدة تماما على كل من المجالين : 


]2- ,-[ و]ه+ , 2-[ 


© جدول تغيرات / 


دتقاطع ؛ (2ز) مع (/د+): 


0<(عار يكافئ 0 لكك يكال + 1-0++2 و أوعادجء بعق أت 


سق 


عدي يحقق الشرط : 0ع 2 +ع 


ومنه المنحني ( () يقطع ( '<) 


في النقطة ذات الإحدائيات |[ 4,0 


م تقاطع (,) مع ( /ربر) 
0ع و (700 دمر 
اودر مه 
(/) مع ( بربر) في النقطة ذات 
الإحداثيات [+.ه) 

ت النحني () يقبل اللستقيمين: 
2---+ و 2 -د تبر فقاربين له . 


د 


02 : لعجب متيوع مني يسع اا ليت عد 


الحل : 
[) 6 4. تنتميإلى ( 7) تكاقئ /)1(-١‏ 
/)1(-١‏ يكافئ 2 623 يكافئ +8 - 4+3 . 
م 8 تنتمي إلى («) يعني: 3-(0) / 
3 -(0)/ يكافئ ؛ 3-3 يكافئ 1-+ 
0 © تنتميإلى (() يعني. 5--(2-)/ 


5--(2-)/ يكاقئ ول دهف يكافي : »20+3-2108-5- 
عجدؤء 3 +.ن 14 
إذن + 40-1 منه ينتج : ' 20-108-8 5 
ع2+3-108-5- 


02 


مجع سس سويت +000 


بتعويض عبارة »© ف المساواة : 1085-38 -<4 2- نجد : 4-108-8 +8 2- 
بالتبسيط نجد ؛ 5-1 وعليه .: 1--0<1-2 


إذن /ر معرفة بالشكل, خلكت -(م) ثر 


ا+ى 


دراسة تغيرات الدالة كر 
[ مخا- [لل]ا- , ه-[ء[١-)-م#اعره‏ 
3 حساب النهايات : 


1- ع تومن -(عارسة 0 1-د خدمنا د(ع )هنا 


جار مجر مجع صدجار 
0 -(اععاصزا 
_- ع" + د( "1 ين [-جتير 
6 1 ف * *0-(ا+ع) سمشلا , 4-(3 د انا 
سحل عي ادهع 
من حساب النهايات نستنتج أن المستقيمان اللذان معادلتهما : [1--: و 1-ح بر مقاريان 
للمنحني ( 7) المثل للدالة كر 


الدالة / قابلة للاشتقاق على ,10 ولدينا من اجل كل + من ,2 : عوج -(»)"/ 
لاحظ أن م ناجل كل « من ,2 ١‏ 0) 6 
كل من المجالين : ] 1-, - [ و ] © +, -١‏ [. 
0 جدول تغيرات ر: 


7 جب ومنه الدالة /. متناقصة تماما على 


0 تقاطع المنحني مع محاور الإحدائيات 
دمع ( »ا #«). 
0<(ع)/, يكاهئ , 0 23ت يكاطئ + 3-0+- و0ع1++ يكافى + 2-3 
منه : ( 7) يقطع .  ( ٠‏ *) في النقطة ذات الاحدائيتي ([0 ,3) 
مفع (/زبر) ؛ 0دع و 3-(0)/ دير 
منه : ( 7) يقطع ( “ربر) في النقطة (8)0,3 


© معادلة اماس ل ( “ز) عند / 
معادلة المماس:( ,ك ) ل: ( /ز) عند 4 
هي. (1)ثر+(1-»)(1) "ردير 
لكن؛ 1--(1) 'ر 
منه:1+(1-+)- دير 

بالتبسيط نجد :2 ++- در :( ,4 ) 
5 معادلة المماس لء )0 عند 8 : 
0000 ل )عه عند 


لكن: 4--(0) '/ 
منه 0[(13-ع)4- دير 
بالتبسيط نجد : 3+ 4-د رر:يل 


هه 


لضام تعيين دالة تناظرية بمعرقة معاس لبيانها /لؤجيذة 


. * 
٠. ٠. 
8 


مجموعه تعريف الدالة / هي ١‏ [ 11-11 -,2 
الدالة / قابلة للاشتقاق على ,7 ولدينا من أجل كل عدد حقيقي + من ١2,‏ 
سردم ون 
ع )سر 
ميل للماس للمنحتي ( ,) عند النقظة ذات القاصلة : 1 -+ هو ؛(1)'/, 
«حت مور 2-7#- «-2- وك 1 
دسم الإس- م 0 / 
اللماس يوازي المستقيم ذوا المعادلة ٠‏ 2 ++2- - نر هذا معناه أن : 2--(0:/, 


د -(1)/ يعاهى 2 #تحتحلت يكافئ || +:20 -تم) د« #2 واغد ”م 
يكافئ 4-2+ 2م 2- د نر - 5-2 بور و اوور 


251 


يكافئ (05-0) أو (5-م) 
- من أجل 7-0 الدالة / معرفة ب 2 -()/ ومته؛ 2-(1)/ 

إذن ترتيب نقطة المماس موحبة بالتالي قيمة : 0 -:/ مرفوضة 

- مناجل 7-5 الدالة / معرفة ب كك -(+)/ ومنه, 3ق حل -(1)/ 

إذن ترتيب نقطة المماس سالبة وبالتالي قيمة ٠‏ 5 - :7 مقبولة : 

لشكدٌ رم :'/. منحاها البيائي يحقق الشرط العطى 
0-6 


وعليه فإنته توجد دالة واحدة هي : 


: 2 / 0 
٠. 52 
00 


زٍ عقي )0 اللمثل لدالة يقبل الستقيمات . )000 


غ8 اختيار دالة مناسبة تحقق شروط معطاة سد 


10 


بحيث : لمتحني ( 7) . 5 
)١‏ يقطع (4) في نقطة قاصلتها ١:1‏ 
ب) يقبل ماس عند النقطه 0 أفقي . 


0-(ع )ع دنا 
هج || 


:) الدالهة ع لا تحقق الشروط لأن ؛ 


آي بيانها يقبل المستقيم ذو العادلة : 0 - بر مقارب له 
6 بماأن1- > :( 4) و 2--<:( ,4 ) مستقيمان مقاربان فإن (1-) و (2-) لا 
يعدمان بسط ( «) / من أجل كل قيم : '8/ ع5 ؛ لكن من أجل 1--< يسط (د)ر 


لج 


1 2) من بي دول قتي شحقق فرط السؤال 1 | هل يمكن اختار داف 1 


يساوي : 

(1-)(8+10)+3 أي: 5-7- وهذه القيمة تتعدم من أجل : 7--<8 

نفس الشيء من اجل ؛ 2--< نجد بسط (:)/ يساوي : 28-8- وهذه القيمة تنعدم من 
اجل 4--8 وبالتالي الدالة / لا تحقق الشروط للعطاة في الشكل 


5 بعد تبسيط عبارة (+ )7 نجد : كا الناائط) لشفا -( )م 


2+ 123 
مناجل 1--* بسط (+)/ يساوي ا 
مناجل 2-- + بسط (+)7 يساوي 5- ويماان : “5/8 فإن ؛ 0 +ه- 
إذن القيم 1- - + و 2-- + يعدمان مقام ( )7 ولا يعدمان بسطه وبالتالي : (/4) و 
: 1 7 د 3<( ع )سنا 
(:4) مستقيمان مقاربان ل ( 7) وكذلك: ممدي|ء| 
إذن الدالة 7 تحقق الشروط فهي الدالة التي بيانها يقبل المستقيمات ( 2 ) .(/4) ؛ ( 4) 
مقاربة لك . 
)١ ,‏ (7) يقطع (1) ف النقطة ذات لفاصلة 1 هذا يعتي: 3-(7)1 
: -(1)م يعس 5 اشخقة يكاهئ 3م 
بس ا مقر يدن عند الصفر هذا معناه ان + 0 -( 7)0/ 
الدالة 7 قابلة للاشتقاق على ,2 ولدينا مناجل كل + من ,2 : 


م ماحد )ل ومنه: 1-4--(0)// 


0 -(0)”/ يكافئ . 0ك يكافئ , 2-١‏ ور لدت 
ع ل قت 


:1 انمض حل معادلات - مركز تناظر - المماسات الؤجية 
/ دالة معرظة على // بالعبارة التالية + 2 ++ 5- خرةق- ةع 0000 5 
ْ وليكن : [ ,:0) منحناها البياني في معلم متجامد ومتجانس : 2 6 ْ 


|1) ادرس تغيرات الدالة / 
|2) بين أن النقطة (5-,1)/ مركز تناظز للمسحي (/©). 

: 3)ارسم (/©) 

4) © دالة معرهة على [1-]-4/ بالعيارة , كلح -(+)ع 
| وليكن ٠‏ ( //)النحني البياني لها في تفس العلم السابق 


ب 


إذن: 22-10 +م5- 32 شر +12 مق ب 362 + ثبب د ()رر +(-6 / 
ومته النقطة ( 5-,1)/ مركز تناظر ل: (,6) 
3 رسم (,©) | 
النحني (,©) له ذروة هي : 1 
( :)7 .( :د )) وحضيض هي : 
([«)/.(»م)) 


اسة تخيرات 0 
1 ادراسة تغيرت زر 6 . نعيت ‏ 3 كتحمنا-(م)وسنا 
5 النهايات مح تدممزا دز ) هنا | ص4 د دسا زع) رصنا 2-0 7 ا 0 1 ١‏ 0 0 


و ماع" ووسشجدير مود جع دنب+ جدير 


5 الدالة / قابلة للاشتقاق على 18 لأنها دالة كثير حدود 
ولدينا م ناجل كل + من */ ؛ 3122-6-5 -([+)ثر 


كتحمن - (م) سنا 
و+ جد تر يومد ج كير 


0 -(«)/ يكافئ : 312-6-5-0 بزاع هذا 
36+60-96-(3-)(4)3- '(6-)- قن إ-جكير 
0 ( 4 ومنه للغادلة : 5-0-+ 32-6 لها حلين هما : وذ , زد + - (ع)ع نا 

ل 


23 0 جور 


6لمه+ة ر 96ل + _ 6-46 
6 6 6 


الدالة ج قابلة للاشتقاق على ,2 
ولدينا من أجل <« من ,12 


-إذا كان] : , ود[ ء + فإن 0 ) ( )ير ومنه / متناقصة تماما على المجال [ د , :2] 


-إذا كان ] »+ , ::[ لا]:ه .- [ء + فإن: 0 ( (*)/ ومنه الدالة / متزايدة تماما ك-_ (نة-2)(ا-)( +0 _ 5 
على كل من المجالين ] جد, --[ ]0 +, زد[ تإاجم) “زاج ف 2 


مناجل + من 2 لديناء 8')2()0 . 
ومنه الدالة م متناقصة تماما على 2 5 
كل لمجالين ]1-,--[ و ]5 +,1-[ | 


ت جدول تغيرات الدالة م 


© جدول تغيرات / : 


تمدع ود . 13,7ع(وار ء 063-عيد . كدهء(مار 

إثبات أن النقطة ( 5-,1)/ مركز تناظر ل: (/©) 
(5-.1)/ مركز تناظر ل: (/©) إذا وفقط إنا كان . من اجل كل : #لء + : 2-17 
و 10--(+)/ +(--©) ر 


ت رسم (/2) ٠‏ المستقيمان ذو المعادلة 1- - + و 3-- 2 مقاربان للمنحى (//) 


2+ «-5)2- م -3)2- زد -ج) -(-ه)/ 
الا ايك ٠‏ ((4)0,2] ع( ثر بر)0زم) 


2مك تمق ترد 2ججة ب0|-(#دبمه- 4 د-(ت- مم1 - 


2. 7 


3 


7 الدرس الخامس 


5) تعيين تقط تقاطع (,0) و (81) 
( :ر. *)/4 نقطة تقاطع (,©) و (//) هذا معنادان /1: تنتمي إلى (,©) و 14 تنتمي إلى 
(/) اي (4.. . ارد بر و (6(.....)2ع دير 
من 1و2 نجد : (د)ع -(+)/ و[1-]-#اعي 
(ع)ج -(ع)م تكافئ:, كشحة مم تق تم وادعج 
تكافئ ؛ جة-2 د( ججة- تمة-,)( اجم) و1-+د 
كافئ ؛ 0- ثبع 2-ثمج وإديي 
كافئ . 0-([8-+2-2) 2د وادوع 


تكافئ : (7-0) وز بيها) واععع “ الخل : 
ه حل امعادلة (/).. 8-0-<2- نر 1) دراسة تغيرات الدالة / : 
6 -(8-()4 -4 - 4 الدالة / مغرفة إذا وفقط إذا كان : 20( 1-+) 2 
0 ومته لمعادلة 1 لها حلين هما ب/د, د حيث: 4- 24م 2-- كحك يمر )+-١(*60‏ 2 يكافئ 1+< ومنه: ]» +, [[إلا]١‏ , --[-[١1)]-18ع,2‏ 
ظ إذن المد التحتي (,:) و (/1) يتقاطعان في ثلاث نقط هي : 06 حسفي النهايات ' 
| (4)0,2 ,(2-,8)4 , (8-,2-)ء د كمنا- كسا -(ء )رسا صبع كماع كسناد(ع)رسةا 
لديتا 5 6 تبوو 002 508 جارج وب جاعر ه- جار مم4 جرعر 55+ جسزعر 6+ جاعر 
ف 5 40 2 6 1 5د( عة +ت) سنا 
5--(0/ر و 5--(0)م [جن» 
بماان (800 -(0)"/ و (0) -(0)/ فإن اللتحنيين (,©) و (//) لهما تفس مماس مشترك معزع)رها , مبعز )رس بساك ع 
( 4) معادلته 2+(0-:)5 -دبر:(4) أي؛ 2++ك- د بر :(ه) آجتكير : ا احثي 
اج '0-(1-عامنا 
اجتع 
5 الدالة و ,2 لأنها دالة ناطقة و من أجل كل ,7 > + لديتا ؛ 
تطبيق . 89  :‏ مجم حمل معائلة ييائها .رسم بيان دافة بالاعتماد على د (عه+اة-(2-:2[)2+ع2) )مر 
. 3 3 (1-)4 
0 0-(+ كر كافئ : 2-0-+2-2د و ,2ع : 
)مس ع و متمد متكت [ (2-1-+12-2 ه 
)درس صرت قدعة / 0 0 00 0 2-(2-)(4-40 -8 ومنه العادلة (1) لها حلين هما: يال ماروا قم وسو 


ٍِ ا 1 
1 ب)استنتج مادةاستقيم اقرب تل (8). 0 


إشارة (2)/ هي نفس إشارة (2 -+2 --2+) وعليه يكون : 0 ((5)/ إذا وفقط إذا كان 


١‏ 1 00 0 أه+ قل +ذإن| تام-اجره-[عع 
ع سس سس 8 


57 الدرس الخامس 


0/0 بذ وهقط إذا كان , ] 5/-+1, 5/-1+ [ع+ 
00-0 إذا وفقط إذا كان ؛ 3/ +1 - + أو 3د ادع 


ت جدول تغيرات كر 


3 » 3ل +0,73:1- هه 1-3 
وذ 5/5 +2 -( 5ل +ا) / توه 5ل-2-( قل-1)ر 


)١ (2‏ تعيين الأعداد الحقيقية . 4 , 6 , © 


+8 2-ع( 1-2 2 20+86 -ةاإفنها_ 


0 2 نجد: 


عي +م +مه -( +)/ 


حا 
1 


يرت 
|| 


ا -هة 
2 -ن2 +22- ومنه ينتج 
(ا عدج +21 - 


2. 
1 


ف .كف لغيه لط 
إذن : حل +7 +23 دزء)7 


7 م-جقره- |[ 3 ل ١‏ 


مع جم|+| يا + 
ومنه ينتج أن المستقيم ذو العادلة ؛ 3+ + - بر :() مقارب مائل للمنحني في جوار 


(--) وفي جوار ( ه+) 
ج ) دراسة الوضعية التسبية ل: ( /©) و (4) 


لدراسة الوضعية النسبية ل ( ,6) و (4) تدرس إشارة للقار [ + )-(2) / 
23 -[ خم )- -(*)ر 


20 2-2 


ال-1 تت “نئامك 


هوفع 
//]) الدراسة الجزائوي 


- إنا كان ؛ 1( فإن : 


مرج ومنه : 


2 

مر 2+ )- -(+*#)ر 
بالتالي النحني ( ,©) يقع فوق 
الستقيم [ 4) : 
إذاكان 1)* فإن: 0) جك + 


درسم شتحي (ب©) و(3) 200111111 
للنحني ( ,©) يقطع : 06 3 5 ,2 5 
ق 0 دست +ع( 2)1١-«‏ +2 كافئ؛ 2-0 +جم 2-2 +ثر 
تكافئ . 200-27 - :2 + مر 
تكافئ : (1 -ع) 2ع 2 + 2ن 


وإذا كان ؛: ! + < نجد : ا اي «دزجار 


إذن حلول المعادلة: (11 ...0 - 20 + :د( 1 2+2 هي فواصل نقط تقاطع المنحني ( ,© ) 
مع المستقيم ذو العادلة اده 
- إذا كان : 0) ”7 فإن للعادلة (1) لها حلان احدهما سالب وآخر موجب 
- إذا كان ؛: 7-0 فإن العادلة ([1) لها حلان هما 0 و 2- 
- إذا كان 0( , ([ 5/:-1)/, فإن العادلة (1) لهما حلان سالبان 
- إذا كان: [ 5/-1)/ر -” قإن للعادلة (1) لها حل مضاعف +-١-/3‏ . 
-إذا كان : [ 3/.-1)ر (« ([ 3/+1) 7 فإن للعادلة (1) ليس لها حلول , 
- إذا كان: ( 3/+1)/ -” فإن للعادلة (1) لها حل مضاعف ؛ 3/+1- 
- إذا كان | 3/+1) /ر (: فإن العادلة (1) لها حلان موحجبان 
4 - إذا كان : ] 2,0 -[ + فإن : 0) +2 +ثير 
- إذا كان : ]+ 10[ 2- به-[عع فإن : 2(0 +2 


0.7 آنا 2 ]ا 0 6 


١ 26-23 80‏ (6/--ل: 


ب) إناكان] + ,1 [لا] 1 , 0]0ا[2- .-[ع: فإن بيان الدالة م منطبق 

على( ر,©). 

- إذا كان : ]0 ,2-[ء+ فإن : ( +) ر- د( ج)ع 

وبالتالي بيان الدالة بج هو نظير بيان الدالة /. بالنسبة الى ( /< 6) 
اس ليه لل -دتم 


تطبيق . © _: 1884 حل متراجحات بالاعتماد على دراسة دوال الؤيية 
8 كلك 6 بيه بتر 00 00 
)١‏ ادرس تغيرات الدالة / العرفة على 1# ب 6 ج دق ور [ 
2) ارسم للتحتي البياتي ( ,©) في معلم متعامد ومتجانس سإ 095 
3) لتكن الدالة م تشرفة على [1- م -8/ بلعيارة. 0م 
)ترس تفيزقت الدالة و - : 


٠‏ 3 يلفس كم امسر 
2 


2 
0-04 1 50 5- 10-7 098 رد 
ا ا ل وان 
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” الحل : 
1) دراسة تغيرات الدالة /ر 
5 مجموعة تعريف الدالة /ر هي ] م +, مه-[ -8/- ,12 


حساب النهايات : 
صد- تدسناد-(ع)“رسنا ع صب شدصز|-د(ع) رصنا 
صجببر ‏ مداجرعر صمدجرعر ‏ صمدجبير 


ت الدالة / قابلة للاشتقاق على 7/ لأنها دالة كثير حدود و لدينا من اجل كل عدد 
حقيقي + : 5++2 -[+) '“ر 
إشارة' ( +) ”/. مدونة في الجدول التالي : 


مسن ١‏ رع بسي شعي 

-مع  (‏ +)ء 

0-(«)ر يكافئ 6-0++ 5+ 2+ يكافئ: (2- -+) او (3--+) 
ومنه ١‏ (,©) يقطع ( “د *) في نقطتين: (2,0-)4 و (3.0-)28 ١‏ 


+1 
2-4 | 


لكا كات | 3-.ه-[ءم فإن / متناقصة تماما 


اك 
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فع( بزير): 
0 -< و (6/ دير لكن 6-(0)ر - برمنه (,©) يقطع ( بر بر) في نقطة(0,6) 


2) بيان الدالة / عبارة عن قطع مكافئ ذروتة ( 0,25-,2,5-) 14/ 
)١ )3‏ نراسة تغيرات ع + [ه+,ا-[نا]!-.ه--[ ديم 


5 حساب التهايات ١:‏ 
لعكسناد(ع)وسنا , اعكسلاد(م)وسنا 
م ال مجع مدجر 
5 >( مغن ) ونا 
ادجي 
ه--()ع + -( ) ساون “0 -( اجع ) سنا 
1خ أ عجقابعو [تسوكاع 
+0-(1ع)ددنا 
إ-سجثير 


0 المشتق ؛ الدالة # قابلة للاشتقاق على ,12 00 2 د 

(6+ع) 1 )-اجع : عا م 
1+ -( :) م بالتيسيط نجد : + | داع 

من أجل كل ,2 + ؛: 0)( + ) 'ع ومنه الدالة م متناقصة تماما على كل من المجالين 

[-,-١]‏ و]صع,ا-[ 


0 جدول تغيرات عم 


ب) رسم بيان الدالة م 

بيان الدالة م عبارة عن قطع زائد يقبل المستقيمين ذوا المعادلة د <--١‏ و 1[عدير 

مقاربين له 

ت تقاطع ( ,6 ) مع ( /د :) 

0-(جاع يكافئ ؛ 0 -6+< و يتا مخ 

يكاشئ : 6-- + ومنه : ( ي©) يقطع ( * +) في النقطة ذات الإحدائيتين (6,0-) 

5 نقاطع (,©) مع ( بربر) : 

2-0و 6 14؟-(ه) ودر ومنه:( /'©) يقطع ( بر نر ) في النقطة نات الإحداثيتين( 0,6) 


سق 


4) (*) 0 6 مدب 


المعادلة ( ا مجء >( مجمد+ 2 )(ا+ى) و [1-)-#لععم 
تكاهئ ٠:‏ 0-+<-6+6 جره + ربجي + ثرق ور وا [إاعا-مرعع 
تكافئ . 10-0 + ثرم بتم و [([-])]-مرعع 
كافن؛ 10[(20جعة+ )ع و (اامرعع 
تكافئ . 0-([10+ج + 2د) أو 0دع و [1-ا-م#رعع 
مميز الغادلة 0 -10+ج6 + 2+ هو 4 -(84-36-4)1(00 
0) ومنه المعادلة : 10-0++ 2+6 ليس لها حلول ف 7/ 
ومنه المعادلة (*) لها حل وحيد هو : 0- 
5) حل للتراجحة (*) ؛ (*)... 2 5ك )وبجووبتر 
التراجحة ( ارا 7 
وبالتالي حلول المنزاجحة ( *) هي فواصل النقط من (/2) التي تقع تحت المنحني (/,©) . 
من الشك لتلاحظ ان اللنحني (0) يكون تحت ( ,©) على المجال ]0 ,1 -[ وبالتالي حلول 
الراجحة (*) هي: ]0 ,1-[ إذن:]0 ,1-1[-3 
هه 


ظ 
ببق .. 0©: هله لاس لسسسطالسة 


كن تعد , انركذي كيه ) 
في معلم متعامد ومتجانس السايق ١ ١‏ 
ولدكن نقطة من ,2 هاصلتها م 


11 ل ها م‎ ١ 
00 0 + )أوجد غبارة (ع)ع بدلالة‎ |: 
ب) ارسم (ن©) بالاستعانة بالأسئلة السابقة ومنيلش‎ |] 
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الحل : 


1( 6 دراسة تغيرات كر ؟!/ - 12 


- *دهذا عزع) كرسنا ١‏ صود رصنا( ) رسا 
مجع مجع مجع صد+دجرج 


- الدالة //. قابلة للاشتقاق على */ ولدينا من اجل كل #لء + ؛ 2-+2 د( 2 )// 


إشارة ( + ) //. مدوئة في الجدول التالي : 
+ 
3 تبنت 
الدالة |/. متزايدة تماما على المجال ]| © +, 1] ومتناقصة تماما على [ 2,1-[ 
© جدول تغيرات رك : 


5 دراسة تغيرات كر :+ 
م - 2 - ورزا - زع ) كر سنا - - م - رورزا - ( ع ) ور دنا 
0- ج عر 6< ب 0+ جه بن + جد ير 
- الدالة /. قابلة للاشتقاق على ؟/ ولدينا من اجل كل #/ء م . +2- -( + ) :/ 
- إذا كان : 0 << فإن الدالة در متناقصة تماما 
وإذا كان: 0 > + فإن الدالة ,/ متزايدة تماما 
© جدول تغيرات ز/ : 


ت تعين نقط تقاطع (,0©) و (:,/©) 
فواصل نقط تقاطع (,©) و (:ر©) هي حلول للعادلة : ( :)ير -( )تر 
(+)ي/ -(+)/ يكافئ؛ 2+1 -1+ع2-2ج 


يكافئ: 2312-2-0 
يكافئ . 0 -(1-+ )+2 


النهايات 


يكافن : (0-+) أو (1-) 
ومنه إحدائيات نقط تقاطع (:ر©) و (برع) هي: (0,1) . (1.0) 


2) معادلة للنحني (ور©) هي: 1+ م دير جد رم د ل 
ولتكن: (١‏ نقطة من [ي,6) إحدائيتاها | ١‏ || ارما ]| ]! 
(:د.*) نظيرتها بالتسبة إلى محور ‏ 1---/7 21-10 
الفواصل هي النقطة "7 التي تنتمي إلى 
7 9 لشف 4 0 ذا نتعاة كن :001 8110 11 نمطا دعقا أ 
6 إحداتيتي النقطة "3 هي : ( ب« - ,ع  )‏ --182- :2 ارب جح درا الا 
وبالتالي الدالة :/. هي التي ترفق بكل 2 س١‏ لا اس 

د من #/ العدد بر أي (1+ 2-)- 

إذن : ا د( اجعت)-د(ع)مر 

وبيائها كما هو موضح في الشكل السابق 1 2|717 ا 

((عام.)» وزه, «)/ لا ا ل دا سيا 

)١‏ إايجاد عبارة (2 ٠:‏ 14+30 عار الوح كا لكع ‏ ر. 

| + |دازى)راء (/-0+ ل( )/ه- “(برن- رز + (ررة- رجا ع [إزار 


|«-1|ع )د “((ع)/-(ء)/)+ نز -) خية “لبر رن + (ن- 7 أو - لقا 


إذن : |ة+-| | -1]|-(+«)ع 
كتابة ؛ ( د ) م بدون رمز القيمة اللطلقة 


6 إشارة + -1 و + +7 - مدونة في الجدول التالي : 


ب 


- إذا كان ؛ [0.ه-ل[عء فإن : +-1دإ|ع- الو ع تمد |مدبعى-| 
ومنه: (+)ثر -2-22+1د(ع)ع . 

- إذا كان : [1 0]عع فإن : «-]د|ع-1|وع+م-- + ]| 

ومنه (+)و/ 1+ ثم د رابع بن دزمر)ع 

- إذا كان : ] © +, !]عع فإن: 1-م | - !| و «- 2 ]ع + 2 | ومنه 


(«امر- -١‏ ةمد )-عبع- #ردزعو)ع., 


>1 د 
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50+« .(ع* )رع 
إذن: 0< م« 1 , د)ام/ - 
اع ,(ح<اير-زعام 


الخل : 


1( ت بالنسبة إلى الشكل ([1) 
- نهاية الدالة عند - هي 2 


ب) ارسم (ي©) 

على المجال : [ 0 , ©[ بيان الدالة يي - نهاية الدالة عند 3 من اليسار هي -- 

متطبق على (,,2) وعلى المجال : [ 1 ,0] - نهاية الدالة عند 3 من اليمين هي 6+ 

باك الدالة بم منطيق على (.) وعلى 200010 

المجال : + ,1 بيان الدالة لد 5 بالنسبة إلى الشكل 2 نهاية الدالة عند لاعت شي 2 
ا - نهاية الدالة عند 3 من اليسار هي ( 5+ ) 


- نهاية الدالة عند 3 من اليمين هي ( -) 
- نهاية الدالة عند ( 0+ ) هي 2 
002 


-(9+ج2 -) سنا 
م تتقدمرن لأءه ودجلبر 
#الى '- 
2 -(6+ع2) سنا 
سب كخككون 5 0 
علس 5 لوق 7 0ه 
_ 2+6 ... د قنتكخبونى 
ن) يوبن 241 د فا واه > ور 155 فين معادلة اتن الشكل الأول هي : 
3 حجلج دحلم 
246 
شك -( م )/ -بر و معادلة النحني في الشكل لناني هي , “لقت -( و)ي -بر. 
هه 
تطبيق . ©© : من حل جه نري نو إ#يعة 


1 
١١ 
ب‎ 
+ 
8 


ل رجي بود 75 
2202 


النهايات 


م سبكس (عا/ ومنه, كجتلقحتا- مار ي. قتع -( دار 
إشارة ( * )”/ر هي نفس إشارة ( 4-) وهي مدونة في الجدول التالي: 


عمد 4 0 - 


ْ اود العلذين الطقيايين 2 وف 5 


| 3) بين آن للستقيم ذو المعادلة دم عق مق سس نا 
4) أكمل جدول ترات الفالة / 0000000 


5)) أرسم 60 وميد بسي 


إذا إذا كان : [ 2,4 [ ع فإن الدالة / متناقصة تماما 
وإذا كان ؛ ] + ,4]ع : فإن الدالة / متزايدة تماما 


سد [حكب + )هنا( )رسا ! سب [ جكب + ) سلا" (عد)ر سنا 


2 
2 حنم 2 جفير صدجديع ‏ صدبجار 


2 العادلة ار 1 


ْ ج) جل ييانها للاجحة , - ارد : 0 


ل 


5-5 


[) بماآن : 2 فإن الستقيم ذو العادلة 2  -‏ مقارب عمودي للمنحني ( © ) 


ب) حل امعادلة ٠‏ 4-- 5 


2) تعين العددين 4 و 8 14 4 13 
4 0ن 2-0 6 

من جدول تغيرات الدالة /ر نستنتح أن ؛ 2- -( 0) /ر و 0-(0)/ 0 : 0-2 )13 / 3 
2- -(0)/ يكافئ , 2- - ل يكاهئ : ل د م 8+[2-+ ا 2-2 


8-:13+بر22-4 
2-خ 


اه 2 
عبن ع فك جد 


يكافئ , 18-0-+2:2+9 و2عخ 
2+92-18-0و2 ع 4-225 


- 0 ١ تكافئ‎ 


الدالة /ر قايلة للاشتقاق على [2) - 7/ ولدينا من أجل كل ,2 © : حهء (جار 


8 
)2-2[(* 

0 -(0)/ يكافئ. 4-0-م يكاهئ :2 - 0 يكافئ : 1- ل - م 

إذن + 0-1 و 54 وبالتالي الدالة / معرفة بالشكل؛ 7 كبو (+)/ 
3) إثبات أن الستقيم ذو العادلة + -:ز مقارب مائل ل : 60 


كه و 6--ير 
)» ا 0د(ع)-( »)رسن 


إذن للعادلة : حلت -( )ار لها حلين هما ء 3 و 6- وبالتالي النحني [,©) يقطع للستقيم 


/ مد ج || 
.: ليق 2-0 مكوة: وسكون 1 2 13 
عكلب-ء-(+)ر و -137 و 2720-2-1 منه نستتتج أن للستقيم ذو ذوالعادلة حي م لد قف )مد و[غ... سر ا 
لا © ج عير 
اللعادلة ٠‏ + ع بز مقارب مائل د (بع) ج) حلول المتراجحة ل_«رءم), < 2-- هي فواصل نقط من منحتي (,) التي ترتيبها 
1 


3 
أكبر من -- واقل من 2- 


من البيان نستنتج أن هذه الفواصل تنتمي إلى المجال [ كرا , 6-] الحل : ء ِ 
ومنه: [ كبا ,6-]-5 ١‏ 1 
ش 


1) 0 دراسة تغيرات الدالة /ر : 
]| + ,ه[ درت لأن / دالة كثير الحدود 
صب( وجتدود “مط ستاد(») يسنا 
6 جد انر 0 + ين 
ند( 9و+102- 4 نا( ع ) “هنا 
40+ ذف ير + جه بن 
ت الدالة المشتقة الأولى : 
الدالة ”ر قابلة للاشتقاق على 7 لأنها دالة كثير الحدود 
ولدينا ء م ناجل / ع1 («مو- قوط )سر 
د دراسة إشارة ( +) "ير : 
0-(ع)ير يكافئ. 0-(+413-207) يكافئ: 5-0 ثبر 
'يكافئ : و-(5-م )+ يكافئ : (0-ع) أو ( 5/- +) او (5/- 


: 


الدرجة الرابعة إإؤعة من الجدول أعلاه نستنتج ما بلي : 
177 110 عار يكاشئ : | مه + 1 كل نا 0 5-[ءء 
١‏ ار يكافئ: | 5 , 0 إن وله -]اءغ 


0-(0), -( كار -(ك لاسر : 


5 جدول تغيرات الدالة /ر 


/ 
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--[5]25-50+9- إو+ [ لاه (قل.) لط( 0 
وبماآن: / زوجية فإن : [--١‏ كلما 
2) دراسة الفروع اللاتهانية ل (7) 
94 ارم منه يوجد فرع لا نهاني ندرس منحاه 


2 1 1 
557 (9+ اص وري نكري 
59 0 دشم سال 7 
ب ١‏ - إررذلا 


17 منه يوجد فرع لا نهائي تدرس متحاه 


(و تور )ل 45 
ل دخل ‏ ديزن لذا ومنه (,) له فرع قطع مكافئ هو متحى (/ر بر( 


ويد ج 1 ف 2 


3) إثبات أن ل: (/) نقظطتين انعطاف 
الأول سيق اعوط «(ععة-تصه)ط -(م)/ 
ونقه مولي م عقيو )لط( )سر 
دراسة إشارة (+) */ر ؛ 
0-(<«)"”/ يكافئ ؛: 122-20-0 
يكافئ + 0-(20 -+12) 
يكافئ : (0-) أو (--ك) 


عمد 3 0 ع 
3 
(*)”/ ينعدم عند 5-0 و لدب مغيرا إشارته ف جوار هما وبالتالي النحني ( 7) للدالة 
(/) له نقطتين انعطاف :  3000,/)0((‏ . [[)/.5" 
4 تعيين تقط تقاطع (7) مع (/د<) 
( د ع)لم(ء)ء(نر ,)3 يكافن: 0<( )/ و 8اعع 


يكافئ ؛ 9-0 107 ثم 
(2+9-0.....0ي0)ض-ثع 


ا 0 


آألأآأا :ااا ةلالد ”اا“ ...9 


نضع : بر - 2« منه المعادلة (1) تصبح كما يلي : (0....)2 9+ بز10 - “بر 
4 - 100-36-(4)1()9-*10-ك4 
0 ومنه لمعادلة ( 2 ) لها حلين متمايزين 
ونز ,ارا حيث : 9ع دورااء. ادير 
2 الحالة الأولى ؛ زر دير 
زر يكافئ + 2-9 

يكافئ : ( 3 > »)أو (3--) 
الحالة الثانية : جز عبر 
ور در يكافئ :12-1 

يكافئ : (1- ») أو(1--*) 
ومنه العادلة (1) لها أربع حلول هي : 
3د ,1ت.,3] 
وبالتالي: [ (3-,8)0, (3, 6)0, (1-,86 , (1 , 406 >( د)0( 2) 
تعيين نقط تقاطع ( 7) مع ( “رير) 
(/رر)م(م)ء(ر ,+)لة يكافئ؛ 0- و (0)/ دنر يكافئ: 4-0 و عدر 


وسنه. |[ 0)0] مد 


0 
1 
1 


0 


مج ةا م 


لتكن م الدالة للمتفير الحقيقي د العرفة كما يلي: - 
للع لوو و ا 
ومتجائس |[ [ 31 08 

)١‏ ادرس تغيرات الدالة كر 

!| 2) بين ان ل: (,) ثلاث نقط انعطاف يطلب تعينها ثم ارسم ( /) 


| 3) لتكن الدائة / للمتغر الحقيقي * للعرفة كما يلي ؛ 0 -()0 
وليكن () للنحنى البياني لهاي للعلم السابق ١‏ 
)١‏ أدرس قابلية اشتقاق الدالة 7 عند العدد 0 - زند 
ب) بين أن الدالة / زوجية 
ج) ارسم (8) مستعيتا ببيان الدالة / 


لاسن نج موجه دج جسنت سه سسسداس د مدو 


١ 
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# الحل : 
تمن اجل 7/ع+ ؛ 0< 2م 


من أجل 17+ + 1<1+ 22 ومته :من أجل #لع+ : 0ع !+ تبر 
إذن : ] »+, -[ع رم 


© حساب النهايات : 
د .ا 1 ان ف : 
30 عار سنا 0س -() سنا 
م جعر مدجع 


5 الدالة المشتقّة الأولى للدالة 7+ 
الدالة / قابلة للاشتقاق على ,2 ولدينا: من أجل ,2 »ع + : 


عاد 2ه عل ىمر 
[ا+ + (+تم) اث 


دراسة إشارة ( + )ث/ر : 0-(«)ك/ يكافئ : 2+1-0:- يكافن : (1-+) او(1-د+) 


0(ع)””/م كافئ: ١]‏ ,1-[عخ 
0<)/ يكافئ :]2+ ,1[لا]1-, --[ء+ 


© جدول تغيرات الدالة /ر 


2) إشبات أن ل (2ز) ثلاث نقط انعطاف : 


: 2 

لدينا من السؤال 1) + 5 -()/ 

4+ 

حوافيل م ا 0 
2-7 


(*)”/ تنعدم عند 3/.- , 0 , 3+ مغيرا إشارته في جوارها وبالتالي التحني ( /) للمثل 
للدالة / له ثلاث نقط انعطاف هي : ( 0 ,0)0 ,/3[(٠‏ 1/5 ا ناه 


3) دراسة قابلية اشتقاق دالة / عند العدد 0 - مد 


ومته الدالة / قابلة للاشتقاق من اليسار 
عند العدد 0 - ند 


+2+ 
الختمون ‏ (0)شلعلفون 


وجثور مجلم 
42+ 


: 21 , 

2--ج]ع ّ |[ 

[دثبر 1 5 

0 جنم 0جنج 
ومنه الدالة / قبلة للاشتقافّ من اليمين عند العدد 0- ود 
(0)مسلعاقىوني (0املعلفون 

2 53 

مجلم لع 

فإن الدالة / غير قابلة للاشتقاق عند العدد 0 -2 والتحني المثل للدالة / له نصفي 
مماسين ميلهما ؛ 2 , 2- عند النقطة ( 0 ,000 التي تسمى نقطة زاوية 


ء أ بثك 


وبما أن : 
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ب) إثبات أن الدالة 7 زوجية 

/ دالة زوجية يكافئ : من أجل كل + . 8ع :و ()8-(-)7/ 
ونلعلة_ إد-|2 صا 

0 امغر ا+() 2 4 

ومنه 7 دالة زوجية. 


ج ) رسم (8) 

من انبل ] + 0إع+ ع (عارر زعام 

ومنه : (5) منطبق على ( ) 

وبما أن 7 دالة زوجية نتم رسم الجزء الآخر بالتناظر بالتسبة إلى ( لز بر) 


هه 


0 تطبيق - © + > ممضة_دراسة دالة كثبر حدود من الدرجة الثانية بمعاملات وسيطية القية 
لتكن الدالة العددية ,/ر للمتغير الحقيقي + العرفة كما يلي ١ ٠‏ 
+ ةدم -( «)رر حيث غدد حقيقي غير معدوم معطى ١ ١‏ 
.وليكن : ( ,2) النحتي المثل للدالة ,/. في مستوي منسوب إلى معلم متعامد ‏ 


5 
2) آدرس 3 1 000 


|, إثبات أن جميع النحنيات لها نقطتين مشزكتين ؛ 1/0 11٠‏ 
(جميع النحنيات لها نقطة مشتركة ( بر , )1/0 إذا وفقط إذا كان : 
من اجل كل *#لء” + « -( +)م1 
الساواة بز -( + )ير تكتب على الشكل (1)..... 0-(بر-1-) +( )2-١1‏ م 
بما أن المساواة (1) صحيحة من أجل كل عدد حقيقي + فهي صحيحة من اجل 


_اااسجهع 


٠ 


0 و1 وعليه ينتج : 0 : 
يماس - | 
0-ر) ,(1عدعم 


يكافئ * 2_دير, 1-دج 
إذن جميع النحنيات ( ,,) لها نقطنين مشتركتين (1.0)وةاء (2-.,1-)ة 
2) دراسة تغيرات الدالة 1 3ج -(+)/ 
]0ه 2, 2 لأن: 1 دالة كثير الحدود 


5 حساب النهايات : 
مسد[ 3ج تم )هذا -( ») ورهنا 
2 2 2 
معمداجع ودجع 
قط كدودا| 3 دووقوط إأسرد رطس 
ص[ ]من - | #د+ عل ) هنا -( )رصنا 
مم جح بر 0+ ج بر 


ت الدالة الشتقّة الأولى : 
الدالة (/ر قابيلة للاشتقاق على 7 ولدينا: من اجل ممعم نا+ء-(+«)ار 
4 : 


5 مح وه 1 
0-0( اد يكاش , 22-1 
21 يكافئ : 1((0/ 
1-) + يكاشئ : 05 
5 جدول تغيرات الدالة ١/ر‏ 5 
روسج روج 
سو با ليميا 
فزت 00 (1 


ممب | تغيرات ور 


ب 17-2 


سنس س6 


]هد, ا[لا]!- .»د[ء» يكاضن 9((+)ي/-(), ومنه د أ 550 5 


- ]1 ,1-[ع+ يكافئ ؛: 00 و6 9 
وما وزيم 

6-41" السرم . 
/ 


3 6 1 )200.0(,8)-3,0( 


الدرس الخامس 
6 دراسة تغيرات الدالة , كر : 


0 


(2+1- لعلسة !وار 

]مويه |2 ويم لأن 1 ذالة كت الشقوذ 

حساب النهايات : 

ه-( جع تما امنا -(*أررسنا مب ب[(لبعة #لتهمنا -(*) يترسا 
مدا جدم 506 + حبر 01014ظ0 


5 الدالة المشتقة الأولى ؛: 
الدالة , /. قايلة للاشتقاق على 7 ولدينا: مناجل كل ؛ 7 + : 1++--( + ) '/ 
2 3 


تعيين إشارة (6ثر 
2 
0-0 ر/ يكافئ : 0 -1++- يكافئ ؛: 2-1 
2 
(١‏ » يكافئ: 000 '/ 
3 


1 5 0 . : 
) د يكافئ ((ي/ الدو آسة 
6 جدول تغيرات الدالة ,”ل اي ,! 
2 


((4-م)م سر يه] 


((20:0( 0 ب 


: ن . © : مسي فلخ موه ضعت نط نل شتات م 


0-00 


ا ل ,ون 0 نئي مت تدئة / سنوي . ْ 
5 00 ناتلا 


07 


3 دراسة الوضع النسبي ل: ) 6 و 5 


لدراسة الوضع التسبي ل: 2 أ 1 5 ندرس إشارة القدار : (ج) ر رار 
ٍِ 2 2 
1-ث2مد اكع +مطك)-زقسيه م (+)ي/ 1/0 


1 


ان« ند طم 


“ الحل : 

1) 3 دراسة تغيرات الدالة /ر : 
الدالة / معرفة إذا وفقط إذا كان 0ع '(1-د) أي؛ 1+ 
إذن ] *+. 1[لا]!ا ,»-[ءرم 


5 حساب النهايات : 
1 ا : 
7 7 مسف ومنه المستقيم ذو امعادلة 1-ثر مقارب ل: (7) 
م جنر ع ج ير يومد 
ددم د دقان “20 تدم سنا 
0 اجكبجر 
+ »1 رلإن, 0-7 0 *0- 1-ع) سنا 
6 2 احغر 


ومنه فإن المستقيم ذو المعادلة 1-+ مقارب ل: (2) 
2 
ادجدوزاءد ير 
د 


0-5 (1170 ومده باستقيم دو إتمائلة ابر مغاربال (0 


مدجاع > ممدجاير ممدجعر 


ت الدالة المشتقة الأولى : 
الدالة /. قابلة للاشتقاق على ,(/ لأنها دالة ناطقة ولدينا: 


من اجل كل 1 جد )م 


(1-) 
22-2 تجع لا اج )(احعان 
'(2-1) 
نمب اليل 
“(1-ع) 
و 
ْ 2-1 
عب ع بي ب ب 00 


ت تعيين إشارة («)ر : 
إشارة ( + )”/ر هي نفس إشارة ([ 1 -جة-)(1-+) 


4-,هب [ء+* يكافئ : 100000 
1 لت م يكافئ ؛ 0( (+)/ 


: 11 ) إثبات ان ل: )7 نقطة اتعطاف‎  )2 


)70 له تقطة انعطاف ) يكافى: ( (”/ ينعدم عند هد مغيرا إشارته في جوار :3 


0 امع متلا -3)2- -00”/ 


م ناجل كل +2 : 1 
(66+1 _ (ا اج ةر (العة-ة-ع) '[1- 2-36 
2 1م ول 


0 -()”/ يكافئ؛: 0-(6+1) يكافئ: 1--* 


-) ومنه( ) له نقطة انعطاف 


(:)”/ر ينعدم عند 1-- :د مغيرا إشارته في جورا (1 


((1-)/ر, 1- )يلا 
ادب -( كر ومنه :(1,0-)/2 
5ت معادلة المماس ل: ( ) عند ,1/ هي : 0- -و+(ا+ع)(ا-ا)ث/ در:(ه) 


1 


3 رسم (7) 
((0, اعاراط,(0)0,0] د( +)مز(م) 
(10 2( عر)مزم) 


4) )0 لم -0م” 
]+ ١إلا]‏ 1.!-[نا]!- ,ه-[ د[ ,1-)-مديم 
إثبات ان الدالة 7 زوجية 
/ زوجية يكافئ: من أجل 1 ع+ ؛ رع (-) مع )م 
ل امام ف وى ا 
( إو أل اة ومن شيعة 6 ريسيد 
ب) دراسة قابلية اشتقاق / عند العدد 0 - يد 
لقان 
1 - 1 (0ا1 لم كرون 
6 > 
مجفير (0عجيقفير 505 


عع تي اك (0)ف لفون 
1 371 بوي - شونا 
مجكىير (حكعر ولا نيه 


0ل )فين (0)-لعلفون 

2 د 

0 جسير 0جلمع 
فإن الدالة 7 غير قابلة للاشتقاق عند العدد 
0- ود وا المنحني ( 3) المثل للدالة / له 
نصفي مماس ميلهما 1 , -١‏ عند النقطة 
(0 ,0)0 التي تسمى نقطة زاوية 


بما ان + 


جح 


ج) رسم ( 38) 

م ناجل : 

]-+, 1[نا]١‏ ,0]ءء :هار )م 
ومنه بيان الدالة / هو نفسه بيان الدالة 
/. وبما أن / زوجية نتم رسم الجزء 
بالتناظر بالنسبة إلى ( بر بز) . 


. 


000022222222229( 
ا ساد 


4 عين مجموعة التعريف كل من الدوال التالية ثم أحسب النهايات على أطراف مجموعة 
: التعريف: 


: )اع 2+تدرزع)ر/ر 2 7 --() / 

1 2 46 7 
و 3 ) تك -(م)ر 5 م كتج زمار 
: 6م 
0 000 داع )1 | 7 2060-2-26 


3-:ر5 5 1 
م تحعقي زمار ا د( / 


و 
9© / وعم دالتين جدولي تغيراتهما كما يلي ؛ 


إستعمل الجدولين السابقين لتعيين ما يلي : 
7 1)مجموعة تعريف كل من / و # 
2) نهايات “ر وج على أطراف مجال تعريفهما 
+ 3) اتجاه تغير / وم 
4)ارسم منحني / و2 


سب سس م ا 


-- دفايت بينهد عل عاض ستيار تل رن 
بالاستعانة بالتمثيلين البيانين السابقين عين ما يلي ؛ 
: ١!)جدول‏ تغيرات الدالتين “ر و يم 
2) معادلات الستقيمات المقاربة دزنت) ' (ك©) 
_ 
41 ِ- عين في كل حالة من الحالات التالية : 
(ع« )رصنا (د)ع نذا 5 (+)( عمجب ر)هنا 


م جار صم جدعر ممدجهدير 
10 عر 5 5+عة3- -(مد)ع 
2( #دزء)ر 0 + “زجاع 
2-43 د(ع)ر : + ثم - زجاع 
ل جه ل سس 
- عين في كل حالة من الحالات التالية : 
(عكرسنا , (ع)عسنا , (ع)(ع عدم )سنا 


م4 جار مد جوم مدجْمع 

( كط دار 0 دزعء)ع 

م عتشدد(ءا)ر ١‏ ق+ثد(ج)ع 

)مر , لحك-رم)ع 
133 


اح متخ و وج به وان مايا وكير 


© ححج ا بجح واحدان ايو وسلداحيا حاو ب 


[6) عين فقي كل حالة من الحالات التالية : ([191/)2! , (ع)ءمة 1 ()] > )من 


مهد جر 


30:315 واج سسا ا ع سس سسا ل 


) تجعد+ #ددزء)ر . 2-+3ع(خ)ع 


2( 2+5 -(ع) ري ٠‏ 3+ع3-د(جا)ع 
3 7-1 -(ع )ار 5-+ع2+تمرد(جا)ع 
مس-#اساسسس له 


© عين نهاية كل دالة من الدوال التالية عدد (1-) ثم (1+) 
دجم -(م)م . لتق -(م)م . خخخ د( 
)هه دز»)» 000 

عه لبت 

© أوجد النهايات لكل من الدوال الثالية عند : (1+) 
ال 7 لك 


لحك -(م)/ 


7 1 
)) 0 


#ياتحجح عمد 


© أوحد النهاية لكل دالة من الدوال التالية عند : ( -) و (©+) ٠‏ 
8 7 
تخة زور ستيه درم)ء شك رمام 


2+ي- 1- 


عير .تكد -رم)/ 


يي 0 


© أرسم التمثيل البياني للدالة / في كل حالة من الحالات التالية : 
7 3-+2+6--(ع«)ر ١‏ 4 -(+)ع 0 2-:2-2ج4 دزعر اا 
العامة . ادد(ء)ة . عودتردزع)ع 
ثم عين معادلة محور التناظر لبيان كل منهما . 
“كك 1 
© في معلم متعامد ومتجانس ؛ | ,0.7 | نعتير النقط؛ (2 ,00 (8)1,6 : 


(1.4-© 
نسمي(,) النحى البياني للدالة /ر للعرهة ب ع +عة + ثمه -(ع)/ و 0+ه 
١)عينالأعداد:‏ ء , 5 , 6 بحيث. (/0) يشمل النقط ©, .4 


8 سد 


الدرس الخامس 


2) أدرس تغيرات الدالة المحصل عليها في السؤال ! 
3) أرسم (مع) في هذه الحالة مع تحديد محور تناظره 


4) لوجد معادلة (ر©) في للعلم | أ .© أحيث : (0,ود) 0 حيث : 0-()»/ 


الألمام:#1777171117امتماساسفس تسد« ١‏ 00001 
)١‏ بإستعمال الجدول السابق عين نهاية الدالة / عند أطراف مجال التعريف 
2) عين الستقيمات امقاربة للمنحني [,) ثم ارسم التحني [,©) في معلم متعامد 


جام 
ومتجانس [ ,0.7 - 


جيني انقح جوع 


--_ 


2 
© لتكن /ر دالة معرفة على [1])-4// بالعبارة , 2 -()/ ِِ بوجو 
عو زم للنحتي البياني 2+ -(ء)ر 
)١‏ بين أن الستقيم ( 4) ذو للعادلة ٠‏ 2- - بر مقارب للمنحني ([ر) غٍ ةرماع 
2) ادرس وضعية للنحني [,0) بالنسبة إلى (4) على كل من المجالين؛ ] 2, 6- [ 0 
1229 1 00 
07 هسه 
١ 5‏ موسي ل 0 1 
لتكن / دالة معرقة بالعبارة : 2 -(<)/ وليكن (,:©) للنحنى البيائي لها : ا مستقيم معادلته : 2 + - بر 
بين ان للستقيم ( 4 ) ذو العادلة : 0 - بر مقارب للمنحنى ([,©) ثم أدرس وضعية 1) هل المستقيم ( 1 ) مقارب لكل منحني من المنحنيات الدوال السابقة ف حالة نعم برر 
(,©) بالئسبة إلى (5) . إجابتك 
5-5 2 


| 2) من اجل كل منحني من النحنيات السابقة التي تقبل ( 4 ) مقارب مائل لها 
)١‏ عين نقط تقاطع ( إن وجدت ) النحني والستقيم (4) 
ٍ ب) ادرس وضعية كل منجني من لمتحنيات السابقة بالنسبة الى( 4) 


8 اليك جدول تغيرات دالة /ر معرقة على ]مه +, 2 [ا]2.2- [ 


كك 
لتكن / دالة معرقة على المجال : ] © +, [<١‏ بالعبارة التالية : 
1) باستعمال١‏ السابق عين ذ ذ :. م تاد 
ّ' تحمال العدو/ بق عين نهاية النالة /[ عند اطواف سوال تمريقها... ٠.‏ . 00 
7 2) عين الستقيمات القاربة للمنحني ([,2) ثم ارسم (,) في معلم متعامد ومتجانس : اي 1 0 : 
(072). ش+ه-(ع)ر. 


ب) برهن أن للنحني (,) للدالة / يقبل مستقيم مقارب اققي عند ( +) يطلب 

تعيين معادلته : ثم ادرس وضعية [,©) بالنسبة إلى هذا المستقيم على المجال 

]من 1-1 

2) برهن أن النحني (,©) يقبل مستقيم مقارب عمودي يطلب تعيين معادلته 

3) أدرس تغيرات الدالة / على المجال ] + 1-[ ثم ارسم (,©) على هذا المجال . 5 
ككتكآك ش 

إليك منحنيين بيانيين لدالتين /ر و # تلاحظ من البيان أن النجنيين يقبلان : 

مستقيمان مقاربان ذوي المعادلة : 2-+ وادبر ١‏ 


انهه سل دك 
© إليك جدول تغيرات دالة ”ر معرفة على : ] - +,2 -[ لا] 2-,*-[ 


© باوجو دح نوج نه جهبالحنا يج 0 الحا الالح نيه تتح مادا هه #بمعيدح 


وحي بيجا اجاج تجن ووو لامجدحجويه ووبنو 5 اوم جوحيديج» اح حون الايد 76 ااي ريو عا دوجوو وديو توا وويدين. © «ححكصدحيي ١‏ 


1) بقراءة بيانية عين نهاية كل دالة عند ( *+) و ( -) وعند 2 من اليسار ومن 


2) إذا علمت ان أحد البيانين معادلته : 00 والأآخر: جلسبادير 
الك 6 1 : 
اللحس 5 نيللا مم ناا 
2 جكلسجر وجكير 
ب) باستعمال النهايات السابقة فقط حدد عبارة ( )ير و (+) ع 
سس ص4 ل-ددم 
إليك المنحني البياني لدالة / على للجال ] ©- حت 0ه 
1) علما أن هذا النحني يقبل 1 
مستقيمين مقاربين معادلتهما 2 -2 ا 
و3دبر 1 
بقراءة بيانية عين نهاية الدالة “ر 
عند 2 من اليمين وعند (  )+©‏ |-. جح خٍِ 
2) باستعمال النهايات عند 2 وعتد | 01 1 
(2+) فقط 0 لل 8 
عين عبارة ( )/. من بين العبارات 
3-7 ع 2 


و 2(3- عر : 

31 م ب مما" +2[ 
جه 

لتكن /ر و م دالتين معرفتين على ٠:‏ [1-11/ 

بالعبارة التالية : حلء3+ء -(»)/ #اددمت م 


ون اناا كله حل - 


ححا بو جود جا وماس درواي 2< حد” 


© ا ا نك لذي لننششتكا © مجو ونوج اماو تجن لالجو الج د مجم باح مح 


١)عين‏ نهاية / و جم عند (+) 
2) برهن ان (,2) و (ج0©) لهما نفس المستقيم القارب المائل الذي يطلب تعينه 1 
3) عين وضعية المستقيم المقارب الماثل بالنسبة إلى كل منحني 3 

<#ه 1 


لتكن / دالة معرفة بالعبارة التالية : زمار 


1) بين أنه يمكن كتابة ( + ) /. على الشكل + سكب و جه حيث : 2,5,6 أعداد 
2) عين نهاية “ر عند (ه+) و (5د-) ثم بينان (,) له مستقيم مقارب مائل 
(8) يطلب تعينه 
3) أدرس وضعية (,0) بالنسبة الى (4) 

_ 


2 
لتكن / دالة معرفة بالعبارة التالية ؛ أشكشحيكة -(م) مر 


وليكن (,:) المنحنى البياني لها في معلم متعامد ومتجانس [6:1:2) 


1) تحقق أن (*)/ يكتب على الشكل : شي+2-» 
2) أحسب نهاية /. عند أطراف مجال التعريف 
3) بين أن اللستقيم ذو المعادلة 2 -+ -در مقارب مائل ل: (/©) 0 
4) عين معادلة الماس ( 4 ) للمنحني عند النقطة ذات الفاصلة 0 
5) ارسم (م,©) و( 4) والستقيم المقارب المائل . 


لتكن “ر دالة عبارتها من الشكل ٠‏ 
حكبوجءء- (+)/ بيانها 
كما هو مبين في الشكل المجاور 
1) عبن 4 , 5,# باستعمال 
المستقيمات المقاربة ( 4) و (4) 
فقط 
2) عين العدد الحقيقي © باستعمال 
نقطة من البيان تبدوا واضحة 

3) بين أن التحني [/©) له مماسين 
ميل كل منهما 2 


د 


يحب الو 


موجه احديد جنا ونيو جيه 


ل لت ا كك 


جاو كدوج جو ٠١‏ 


نحو جل مو حوجت كج جمكريو و زاواية يبنو 


> وباب برتمة ا ب 


[2 الدرس الخامس 


© لتكن /, و # دالتين معرفتين على المجال أ / 0 أكما يني 


1 1 
عووج *(1 جو -(ناء 


ولبعن (ر) و (6) متحناهما البياني ي معلم متعامد ومتجائس [ أر. 0.7 ) 
1)) بين ان (مع له مستقيم مقارب معادلته ح - ج 


ب) بين ان (ي©) له مستقيم مقارب معادلته ح  -‏ 


0 
ب) ادرس تغيرات # ثم شكل جدول تغراتها على | , 0 | 
3) ارسم (,©) و (©) في نفس المعلم السابق 

له ته ممم 
هل توجد دالة ثلاثي الحدود من الدرجة الثانية بحيث منحناها البياني يمر بالنقاط ؛ 
(4)0,5ء.(1,10)م (٠‏ 4 ,1-)© في حالة وجودها ارسم متحناها البياني في 
معلم متعامد ومتجانس | أ 0,7 ). / 

السلل ا ههه لل تدم 
)١‏ هل تود دالة كثير حدود من الدرجة الثانية فردية بحيث منحناها البياني يقبل 
مماس أفقي عند النقطة [ كل-,2 )1 في حلة وجودها ادرس تغيراتها شم ارسم 


منحناها (,©) في معلم متعامد ومتجانس [:9.7) 


2) هل توجد دالة كثير حدود من الدرجة الثانية بحيث بيائها يقبل مماس أفقي عتد 
التق ل ١‏ 


(4)0.4 والنقطة (3 ,7)1: كمركز تناظر له ؟ 
| اليه لل -ة 
لنعتبر القطع الزاند ( /1 ) معادلته في معلم معطى شي: س2 كز مسايريو حيث ؛ 
عدد حقيقي معطى ا 


عين جميع اللنحنيات ( /2) التي تحقق الشروط التالية 
- الماس للمنحني عند النقطة ذات الفاصلة 2 -* يوازي المستقيم ذو المعادلة : 
0 -1+بر+ع 3 و نقطة التماس ترتيبها موجب 

<< 


2700 


ااال سس ست ...0 


النحني ( /) لدالة يقبل مستقيمين (4) و ( ذ) ذوالمعادلة 2--+ و 3-ثر 
كمستقيمات مقاربة له 

: من بين الدوال التالية ما هي التي تحقق الشروط السابقة‎ )١ 

+3 36 

دمر دهز 


27 35 1 
در 1 0 يفم 
2) من بين النحنيات المحصل عليها ما هي تلك التي بيانها يقطع اللستقيم ( 4) في 
نقطة فاصلتها معدومة . 
_-- 


/. دالة معرفة على بالعبارة التالية : 
12 

+ تمد دزع)/ و م دالة معرفة على [ 7-0 // بالعبارة التالية تكب د( د)ع 

ونرمز ب (©) و (,)) إلى منحناهما البياني في معلم متعامد ومتجانس : 


:0:7 
)١‏ أدرس تغيرات / كم ارسم (,©) , 
2) |) بين ان (ن) له مستقيم مقارب مائل يطلب تعين معادلة له ثم حدد وضعية 
(ي©) بالنسبة إلى هذا المستقيم 
ب) ادرس تغيرات الدالة # ثم أرسم (م©) 
3 ) بين أن النحنيين (,©) و ([,) يتقاطعان في نقطتين 4, و 8 يطلب تعيين 
إحذاتيتاهما 
ب) بين أن التحشي (,©) له مماس عند 1 وعند 7 متوازيان 
- 
/ نالة معرظة على بالعبارة التالية 0 


1)ادرس تغيرات كر 


2) ) بين أنه يمكن كتابة (<)/ على الشكل : 0 

انون يعي واو حي عبت عداو تسم اعشتهرة 

(2-جع) 2-ع 

ب) استنتج معادلة المستقيم المقارب للائل (3) للمنحني (,©) ثم حدد وضعيته 
بالنسبة إلى (رع) 


3)أرسم (4) و (,©) في معلم متعامد ومتجانس 5.2 


بووو ج11١‏ ميري يجيج 55555555صططبببسبسصطصاسُاادد صو77جب77 117174611 


هي -م ١‏ باحو حو موا وإور انيجي وداييويها و 


مج مو حايوو حون جاجح وجح دحك اونا بحن وح محا ايو باجو رجه دحيو وحم يجح جا .حو 


4) عين بيانيا وحسب قيم العدد الحقيقي ”7 عدد وإشارة حلول المعادلة ذات المجهول + 
التالية ‏ 0-+7-47-<( بم 4 + 7) + 2د( م +8)- ترج 

ال سس ل سي يس 
نعتبر في #/ لمزاجحة (!).....ل) 5-+7 +2 


1-خ 
))١‏ أدرس تغيرات الدالة /, المعرفة ب 5-<2+7جب -())ر 


ب) ارسم (,©) منحناها البياني ف معلم متعامد ومتجائس [0.7:2) 
2) ادرس تغيرات الدالة م المعرفة على [1-)-8/ بالعبارة : تب -(:) م ؛ ثم ارسم 
(©) في نفس المعلم السابق 
3) حل العادلة (>) ع -() / 
4) باستعمال للنحنيين (,©) و (,©) عين حلول التراجحة (7) 
<هه 


لتكن "ر دالة معرهة على [41] -// بالعبارة التالية : 0-7 / وليعن (رع) 


منحناها البياني فقي معلم متعامد ومتجانس [0:2:3) 


1) أدرس تغيرات الدالة /ر 
2) بين ان (/©) يقطع محور الفواصل في نقطتين 4. و 8 يطلب تعيين إحدائياتها 


3)ارسم (,ع) اسم [ .6.7 ). 


4) لتكن الدالة ع المعرفة على [2-11/ يالعبازة : حم -00ج وليكن (,©) 
منحناها البهاني في نفس المعلم 

ا) ادرس تغيرات الدالة ‏ ثم شكل جدول تغيراتها . 

ب) ارسم (ي©) في نفس المعلم السابق 


5)) عين حسب قيم 7 عدد حلول العدلة « -( )تر . 7ع ار 

ب) في حالة المستقيم 7 - رز :(,,3) يقطع (,0) في نقطتين )1 و // 

أحسب بدلالة +/ إحدائيتي النقطة 1 منتصف القطعة المستقيمة [/1/1] 

ج) بين ان النقطة 17 تنتمي إلى (يع) . 
اسمس ههه سنس حم 


عاذ # 
9 عددسكان مدينة 4 ف 2005 هو 000000! نسمة . حسب دراسة إحصائية 
وجد ان عدد سكان هذه الدينة يزداد بانتظام كل سنة بقيمة 20000 نسمة . 
1) أوجد عدد سكان المدينة 4 في سنة 2006 . 
2) أوجد عدد سكان المدية 4 في الخمس سنوات المقبلة ( أي بعد 2006 ) 
3) في أي سنة يكون عدد سكان المدينة 4. ضعف ما كان عليه في 2005 . 


7 


م مين 
بي طرخ ا اران 


)١‏ نسمي / عدد سكان المدينة 4 قي سنة ( «+2005) و + عدد طبيعي 


عندئذ 2 عدد سكان المدينة 1 في سنة 2005 أي ؛ 000 20-100 
عدد سكان المدينة 4. ف سنة 2006 هو /١‏ حيث, 20000+1020000 +2 - / 


2) 8,2 ,68 ,2 . 16 هي عدد سكان المديتة 4 ف السنواث : 


7 , 2008 , 2009 , 2010 , 2011 على التوالي + 

0 + تر ع هل : 82+20000ع-ظ ؛ 28+20000 درول 

0 + بط - جر : 8+20000 جر 

لاحظ أن يمكن أن نجد علاقة بين 25 و */ وهذد العلاقة هي : د<:000 20 + رم - يرم 
وعليه نجد : 000 1040 - يم : 000 1060 يجر ؛. 1080000- وم 

0 0- ور . 1120000ع وم 


5-7 


لك الدرس السادس 

3( نضع : 000 2000 - ودر ونبحث عن * 
2 - ونا ومن اجل كل /1 7١»‏ : 3+,200 - ورلا 

تنتحصل عند ند على : 

7- 3 +200 - إن ؛ 3-17+ 20 ديلا ١‏ 33 3+ونثلة - ونا. 
3-1 +وناة2 ع ونا ٠‏ 213-145 ع ولا 

وبهذه الكيفية نحسب الحدود الأخرى في هذا المثال ,.,,/ يكتب بالشكل ؛ 
(,ن)) / - ,0 حيث ٠‏ / هي الدالة المعرفاة ب: 

3 ++ة جرع :ر تدعى للساواة : (,(]) / - ,نا علاقة تراجعية . 


20000 - رم تكافئ :د 20000 + رم + 2000000 منه : 1 مقه 2250/١‏ 


ومنه السنة التي تصبح قيها عدد سكان للدينة 4 هو 2000000 هي ( 2005+50 ) أي 2055 


1 تعريف : 


” : / 1 1 18 ج لز : 11 
اللتثالية هي دالة حيث مجموعة تعريقها هي لل أو جزء من ال و نكتب : («) ناجم 


7 
ع 
2 
0 
ب 
1 
7 
“ 
2 
00 
يٌّ 
5 
م 
5 
2 
7 
0 
5 
:2 


تج اصطلا حات : 
- نرمز إلى صورة 7 بالمتتالية ''ا بالرمز ,نا يدلا من («) لا 
- ونرمز إلى المتتالية لا بالرهز (,لا) أو بري,( ,0) 
- ,1 يسمى الحد العام للمتتالية (,/ا) 
- الحد ,/) إن وجد يسمى الحد السابق للحد ,') 
- الحد ,,/) يسمى الحد الموالي للحد ,نا 
- الحدان ,/) و رب,/ا هما حدان متعاقبان لمتتالية 


2.1 كيف نعرف متتالية : 


تعرف متتالية بعبارة صريحة للحد ذو الرتبة 7 أو بدالة /ر ذات المتغير الطبيعي 7 حيث 
(0) زرلا . 


مق ؟ 


رات ب محر 


3) 2+3 -ونا منهنجد .3د ولة ٠‏ 5ديلا + 7ديلا ٠‏ 23 حمرلا 
4) (5)/ درا حيث: /ر هي الدالة انعرفة ب: 1+ 22 جد +: /ر 

إذا على سبيل المثال : 1-3+ 213 -(1)/ - رلا 

2*33+1-9 -(3 )رونا ٠‏ 1-51+ 2252 -(5)/-ولآ 


- بواسطة الحد الأول وعلاقة ( نقول عنها تراجعية ) تسمح لنا بحساب حدا من 
حدود هذه التتالية اعتمادا على الحد الأسيق . 


9 ال 


اجر الا ار ال جاتر خا ارات رار 


3) الحد العام ,,/1 تكثب على الشكل: 5 
()/ - ,نا حيث, /ردالة معرفة كما يلي: : 


البياني للدالة ". . حدود للتتالبة (,) 


تقرا على محور الترتيب ( “رر) . 
لاحظ ان النقطة 4 تقع على محور التزتيب 
كون فاصلتهما معلومة . 


9 . ابجاه تغير مسثالية 
1.2 تعاريف: 
- القول أن للتتالية (,:]) متزايدة تماما يعني أن من اجل كل عدد طبيعي « : ,لا( رن 


- القول ان للتتالية (,/) متناقصة تماما يعضان من] 
لكي يأن من جيل كيل عبد ظبيعسي , 


- القول أن المتتالية (,/]) ذابتة يعني أن من أجل كل عدد طبيعي « : ,لا - برلا 
اكه مالاحظات 


مثال © 
27 - 5 
3 ( ,0)) متباينة معرفة من أجل كل عدد طبيعي ” بالعبارة : 2+3 - ,لا 
ومئه الحد ,,,!] معرف بء 5-+2 -3+( 0+1 )2 - برلا 


2 + ,لاع 2 +3 + 2 - ببرنا 

بما أن ؛ 0 (2 فإن ١‏ ,نا ( رب,,؟ وبالتالي المتتالية ( ,,0)) متزايدة تماما على 17 
مال © 

3 المتتالية للعرفة بحدها العام 1+ "(1-) - ,/ رع حدودها هي : 2,0,2 ,0..... 
بالتالي غهذه المتتالية ليست رتيبة يدعى هذا النوع من المتتاليات بالمتتاليات لمتناوباة 


2 طرائق لتعيين اتجاه تغير متتالية : 
- تعيين اتجاد تعبر متتالية ( ,/1) يعتمد اساسا على إشارة الفرق ,لا- ,لا 
فإذا كان ١‏ 1,(0- ,ل هالمتتالية ( ,نا) متزليدة تماما . 
وإذا كان : 0 ) ,لا - برت فالمتتالية ( ,/)) متناقصة تماما . 
وإذا كان : 0 - ,نا - ,ل هامتتالية ثابتة . 
إذا كان : ,/) و ,,./1 موجبين تماما فإن تعيين إتجاد تغير المتتالية ( ,,])) يوؤل إلى مقارنة 
لني مع ١‏ فإذا كان ؛ ١‏ ( لهك إن : (,/0) متزايدة تماما وإنا كان : | ) انك فإن : 
"7 ص ويا 
( ,')) متناقصة تماما . 


مثال © 

>: 1) لتكن (,/)) متتالية معرفة من اجل كل عدد طبيعي + بالعبارة ‏ 
2+مة - ثم درلا 
أدرس إتجاه تغير المتتالية ( ,,نا) 
2) ليكن :(,) متتالية معرفة من اجل كل عدد طبيعي « ب: *[0+1) -.! 
- أدرس اتجاه تغير التتالية ( ,/1) 


7 الحل : 
1) لتعيين إتجاد تغير المتتالية ( ,13) نعئن إشارة الفرق ,لا- بب,نا 
[ دجمة-تم] -| دبل +م)2- خا+ه)|- ,نا-وممنا 
مداه لخكرة وسرت 
دوه - | ججمة-#)-| اج تم) - 
من أجل كل 1< لديناء 280-1(0 ومنه للتتالية ( ,/1) متزايدة تماما إبتداءا من 
الدليل ١‏ ) أي متزايدة تماما على */7 


مخرح تسج و ب تزطترام 


بيعي 


2) بماان #([1اجس)ح 1 و “(2+م) درا واء/ا و بب'1 موحجبين تماما فإن لتعيين إتجاه 
. 


و 
تغير للتتالية ( ,/) نقارن بين نش مع العدد 1 . 


1 ا+(1+ه)_ جم ا 0 
1 


ل +14ع 2 - 
[1+م 7+1 [+م (راج+م “[1+م) 


نينا من اجل كل : ».من له :1 له وبإضافة 1 إلى طرق هذه الأخيرة نجد: 


1 , ةا 
© حتلم 7 قت . و :جد حمحت >1 أىء 
ود + )! و بربيع حدود هذه التتالية نجد 4 0-8 1 اي 


 ->»>» 1010101‏ أ >ة710 5210 


١ 6 44‏ ممايدل على أن التتالية (,1) متزايدة تماما على /( 
6 مبرهنة 


( ,/)) متتالية معرفة ب ( ) / - ,نا مع / دالة معرفة على المجال ] 5 +,0 ] 
|) ذا كانت / متزايدة تماما فإن المتتالية ( ,نا) متزايدة تماما 
2) إذا كانت /, متناقصة تماما فإن المتتالية ( ,/)) متناقصة ثماما 
3 الإخبات 
|) من أجل كل عدد طبيعي ” لدينا ٠‏ 7 (74:1 وبما أن الدالة / متزايدة فإن : 
()/((8+1)/ أي: ,نار ,نا ممايدل على أن ؛ ( ,])) متتالية متزايدة تماما 
2) من أجل كل عدد طبيعي 7 لديتا : 7 (1+ وبهما أن الدالة /ر متناقصة تماما فإن : 
()ر)(01)ر أي ء ,نا ) ر,,رنا ممايدل على ان : ( ,/1) متناقصة تماما . 
مثال # 
* (,0) متتالية معرفة كما يلي : 2+3 - ,لا 
(: - أدرس اتجاه تغير المتتالية ( ,,/6) 


ونلز.. 


الحد العام ,,:] يكتب على الشكل : ( 7)/ - ,نا مع / دالة معرفة على المجال ] 2+ , 0] 
بالشكل: 2+3 -( )تر . 

-الدالة “ر من الشكل 8+جه جاع حيث. 2-هم . 65-3 

وبما أن : 0 (4 فإن الدالة “ر متزايدة تماما على 77 وبالتالي : هي متزايدة تماما على 
]0 ,0] إذن المتتالية ( ,/1) متزايدة تماما . 


] سالاحظة 


مثال »© 
7 / دالة معرفة على المجال [1 ,0] ب 2 -( 3)ر 
1 1)) ارسم ( )بيان / في معلم متعامد ومتجانس [ أ. 0.7 ) شمعين نقط 
'. تقاطع (:) مع للستقيم (4) ذو للعادلة دبر 
١‏ ب) بين أنه من اجل كل ] 1 , 0[ع+ +1)+ ) 2 


23111 


7 المتتاليات 


2) نعرف للتتالية ( ,/]) بالحد الأول 3 - وا والعلاقة التراجعية (,0)) / - (م,ل) 
!) علم النقطة 4. من (,) ذات الفاصلة ونا 

للستقيم الارمن 4. وللوازي ل( + :) يقطع ( 4) في النقطة 8 ؛ عين فاصلة النقطة 8 
ب) علم النقطة من ( 7) ذات الفاصلة /نا . 

- أوجد طريقة لتمثيل الحدود الأولى للمتتالية ( ,نا ) 

3) ياستعمال متبايئة السؤال 1 ) بين ان ( ,/)) متتالية متناقصة تماما ثم قارن بين 
* إتجاه تغير / و ( ,,نا). 


» الحل : 

)١ )1‏ النحني () يقطع اللستقيم (4) ف نقطتين (0)0,0 و (! , 1)/ 
ب) الستقيم ( 4) يقع تحت الستقيم ذو للعادلة ا-برومنه (8)1....)1 
للنحني ( ,) يقع تحت المستقيم ( 4) 20 2 
من(!)و2)نجد. 1)+)**) 0 


)١ ©‏ النقظتين 4و2 لهها تفمن الزقيب .ب وساب سي سا مم 


الستقيم ( 4) فإن الفاصلة هي أيضا ,لا | رز 
ب) نرسم الستقيم للار من 8 وللوازي ل |---. .7 / سرة 
( '“ربر) يقطع ( «) في النقطة '8 11 1 ]4-1 

النقطتين 87 و 8 لهما نفس الفاصلة ,نا 1 : 


- نرسم (2) بيان الدالة تبر جرع : /ر على 1 
المجال [ ! ,0] ونرسم كذلك اللستقيع |- 
( 4) ذو العادلة : +- برو ئعلم نقطة 4 [ 
ذات القاصلة 10 على محور الفواصل ٠‏ 


د الستقيم المارمن 4 والوازي ل : ( 'بر ر) يقطع : ( ) في 4 

وللستقيم المارمن 4. والوازي ل: ( /د *) يقطع ( 4) في 8 * 

السقط العمودي ل: 8 على ( ثد «د) هو ,لآ 

للستقيم امار من (0 , ,/ا)4. وللوازي ( بز «ر) يقطع ( 7) في 8 

والستقيم الما من '8 ولموازي ل: ( '< د) يقطع ( 4) في النقطة © , السقط العمودي 
للنقطة "© على محور الفواصل هو جلا ٠‏ 

وبنفس الكيفية نعلم حدود المتتالية ( ,/)) على محور الفواصل 


3) لديناء 1)+) 0)2 ني أن١1)»)(»)/‏ )0 وعليهفإن /)00,()00.)1١‏ 
أي : 1),نا) يونا )0 + 
ممايدل على ان التتالية ( ,17 ) متناقصة تماما على ار 

- الدالة “ر متزايدة تماما على المجال [ ! ,0] بينما التتالية ( ,,ا) متناقصة تماما على // 
وهذا يعني المتتالية المعرفة بالعلاقة التراجعية : (,/)) / - ,نا اتجاه تغيراتها ليس دوما 
هو نفس تغيرالدالة /ر . 


©. متا ة للساية 
3 تعريف: 


القول أن التتالية ( ,]0 ) حسابية يعني أنه يوجد عدد حقيقي 7 بحيث من أجل عدد طبيعي / 
+ ,ناح ريون يدعى ” أساس التتالية ( ,/)) 


- بعبارة اخرى تكون المتتالية حسابية إذا يه 15 سد يه 

استطعنا الانتقال من حد إلى الخد للوائي اج اا يا يا ميب 
بإضافة دائما نفس العدد / حل 5 ع« 38 0ه 
مثال © 


1 (,نا) متتالية معرفة بحدها العام 2+3 - ,لا 
7 -أثبت أن : ( ,0ا) متتالية حسابية 


الحل : 


كجم 3-2+(1جم)2 د ربرتة 
لاحظ ان 1-2]- ربم/) و منهفإن: ( ,/!) متتالية حسابية أساسها 2 -, . 


مثال » 
ا (17) متتالية معرفة بحدها الغام : د+مط-- يما 
- افبت أن ( ,/1) متتالية حسابية . 


الحل : 


كم 2 دج( ا+ه)2- با 


+-- [د+م! )-[ تمك )--.؛ منه (:1) متتالية حسابية اساسها 3- 


١. ايخ‎ # : 


3 الوسط الحسابي : 

5 مبرهنة 

© ,5 ,» ثلاث حدود متتابعة من متتثالية , 

م- عكه إذا وققط إذا كانت : + ,85 ,ء حدود من متتالية حسابية 

5 الإثبات 

1( نفرض ان , 5 - 226 ونبينآن ت ,6 ,© حدود من متتالية حسابية 


نضع : مدن-م8 عندند 2+7-ث8 
+ 31 


ا ل 0 ا سن ع كا 
«+زدزه-ط) + عه-ؤ26ده 
مثه »© ,65 ,ء هي فعلا حدود لمتتالية حسابية أساسها ّ' 
2) نفرضان © ,8 ,ء حدود من متتالية حسابية اساسها ” ونيين ان : 0 
لدينا من الفرض : «7+ه#-5 و م«+8-ه 


و قعط فلم 5 1ه 5 00 


-اوجد ثلاث أعداد حقيقية + ,لز ,2 متتابعة من متتالية حسابية فع العلم أن : 


بماآن > وير , 2 حدود متتابعة من متتالية حسابية فإن : برة - 2+ 
نفرض قيمة ( + ) ف للساواة د يبرو فتجد : در منه در 


3 101 الا 
نعوض قيمة 2 في المساواة 2-0 


نعوض قيمة + وثر في الساواة «ر2 -<2+2 فنجد 3-1-2غعجٌ بر 22 
إذن : 2.2 )د( وسنع) . لاحظ أن أساس هذه المثتالياة هو . ل - ,, 


- 


3 د العلاقة بين حدود متتالية حسابية : 


نجل ١‏ اك ومنه اده 


53 مبرهنة © 
!) الحد العام لمتتالية حدها الأول نا و اساسها ‏ هو . 7« + ولاء ملا - 


متتس سس سمس 


الدرس السادس 

2) المتتالية الحسابية ذات الأساس ” مترايدة ثماما إذا كان 0( ومتناقصة تماما إذا كان 
0) وثابتة إذا كان ؛: 0 - مر 

6 الإثئبات 


[) العبارة + نلا درنلا محفقة من أجل الجدود الأولى : 1 + ولاح ,11 


2 + ونا- +( م جمل ) دم + نا ينا 8 9 ع 
3 «ناع « +( م2 + وذ ) دم + روزا ونا 50 ١‏ 
”4 + ونا +( متجىل] )- ,جيل - ونا الدراسة الجزائري 
نقبل أن هذه المساواة محققة من أجل كل عدد عل ساك سح ووزوور ةوف لالرء ص 
2) لتعيين إتجاد تغير المتتالية ( ,,/1) ندرس إشارة الفرق ,نا - رب( 
,- «س-مزاجه)- [ ,مجرنا]-[ و (ا+م) +1 ]ع ملا« بولا 
- إذن إذا كان : 0(: فإن : 0( ,رلا - ,نا ومنه ؛ ( ,0 ) متزايدة تماما 
- إذا كان : 0) , فإن: 0) ,ا- ربولا ومته: ( ,,1) متناقصة تماما 
- إذا كان : 0م فإن ١:‏ 20 48 - بولا ومهت4: )(,ن) ثابتة . 
مثال 69 
7 متتالية الأعداد الزوجية ......0 , 2 , 4 , 6 .....--: هى متتالية حسابية 
حدها الأول 0-0/] وأساسها 2 -: وبالتالي هي متزايدة تماما . 
2 - حدها العام هو ١‏ 2 > +« + رزاء رلا . 
مثال © 
متتالية الأعداد الفردية 1 , 5, 07:.... هي متتالية حسابية حدها الأول 
1-منا واساسها 2 -7 فهي متزايدة تماما . 
- حدها العام هو ؛ 2 +1-م, +ر]] - ولا . 
مبرهنة © 
( ,10 ) متتالية حسابية أساسها , . 
من أجل كل عددين طبيعيين « و م «(م-”)- ملا- ىآ 
5 الإثيات 
تفرض أن س/) هو الحد الأول للمتتالية ( ,,/)) عندنذ الحد العام لها هو , 
8 + ولا - ونا وهنه ينتج ؛ 1*7 .ولا - لآو مط ج ىلآ عدولا 
«(محم)- عممحمهد (مم جونا)-( ع سجرن )- رتا- رن 
مثال »© 
:' ( ,17) متتالية حسابية حدها الأول : 5- ولا و 15- ب 


الس سس غ2 


07آلتالااةاااااالاطا اللا اسه 2 


** - اوجد عبارة الحد العام لهذه المتتالية 


“ الحل : 
بوضع + 7 -7 و 0-م ف العلاقة : «( محم ) د رنا- ورلا 
نجد؛. <7-لا- ,ا ومنه كحقط لاجظ دم 
- عبارة الحد العام للمتتالية )7 هي ٠‏ 17 + ولا ولا 
بالتعويض نجد ؛ ,لكأ +5 - ,نآ 
3 مجموع حدود متتابعة لمتتالية حسابية : 
5ت ليكن 5 المجموع المعرف به برلا +...... + يببرنا+رناء 3 


عدد حدود 5 هو (1+م-م) 
فمثلا عدد حدود المجموع : ...+ و/]+ يلا هو 15-2+1أي: 14 


1 حائةتفاسفاء 
لنسحب مجموع : حد الأول الغير المعدومة من مجموعة الأعداد الطبيعية : 
م ج+..... +4 +1+2+3- 3 


نكتب ؟. بترتيب تنازلي أي : 2+1 +3+....+( 2 -«) +( ١-م)‏ +م - 5 
إذن : م+(1-م)+....+3-1+2+3+4 
2+1 +(3-م)+(2-م)+(١-م)ج+مددى‏ 
بجع طرف إإلى طرف نجد : 
(م+)عزا-م+ع).....+(2+3-م)ج( 1+2-م) +( ا+م)- 25 
(1جم)مع (ل+م) +(ا+م)+... +( اجم)+(اجم)+(1+م)- 


07 لاجشاةى 
2 
اتن مجموع 7 عدا طبيعيا الأول الفير العدومة هو ؛ (50) 2 


2) الحالة العامة : 
لنسحب مجموع 7 حدا المتعاقبة لمتتالية حسابية اأساسها ” 
نضع م هو الحد الأول و 7 هو الحد الأخير 
حدود هذه المتتالية تكتب على الشكل : 
ورعجم, من ى #عم(1-م)جم 
[+ (1-م)جم ]+....ع( «ب+م)+م - “وق 
[(1-م)+...+1+2]م+مم- 


0-111 0 


2 


2 


الدرس السادس 


اللعلعبم | لح ير بمىر- 
[ (0 <ه مام ] ا -#) نم2[ ,2 
2 


65 ترميز : 
مجموع الحدود ,لا.. --+001+]/) يكثب على الشكل 0 وتقرا مجموع من 1م إلى در 
اعمر 
رن " فمثلا : (نماه _0 ددع +1+2+3. 
ادم 
مثال # 


(,0)) متتالية حسابيه حذها الأول 0-5 واساسهاء 23م . 
فضع : رلآ....+ولا+ولادرى 
عين +7 بحيث + 3020- ,3 


» الحل : 
المجموع ؛: ,5. مكتوب على الشكل م!1..... + رلا مع: 
7-4 ومعم إذا يشمل : (4+1-,,) حدا أي : (3-م) حدا 
بدن. لماجي (د,)- ,د 
لكن عبارة الحد العام للمتتالية ( ,17 ) هو؛ «” + ونا - رلا 
بوضع ١‏ 4 - ف المساواة ٠‏ + ن[] - ,لآ نجد + 4 + جلا - ,لآ بالحساب نجد : 
3-7خ5+4- ولا و « 5+3-جخ: + رلاء رلا 


وعليه فإن : الساتتتاكل اوكا وق يمن #كيسيعة شين 
(22+37 1 0-3 0 
3 


0ح ,5 يكافئ : موود («ة+3()22-ه) 
يكاقئن. 6040 -(3()22+37-م,) 
يكافئ : 0 - 3,2+13-6106 


211111 


عن 82-4 - ك4 بالتعويض نجد : 73441 -4 ؛ 271 - 1/8 ومنه العآذلة لها حلين هما : 


38 13+27- 4 
ل ما كي 417220 سطس" 
43 6 6 41 ع 6 1 

ومنه قيمة 7 المطلوبة هى : 43 
ى_ّ 


9. المتالية المندسية 


1.4 تعريف: 
القول أن المتتالية ( ,/1) هندسية يعني أنه يوجد عدد حقيقي 0 بحيث من أجل كل عدد 
طبيعي « ٠‏ ,4/0 - رب,!) يدعى ب أساس التتالية ( ,,ة) 
وبعبارةاخرى تكون لمتتالية شندسية إذا 
إستطعنا الانتقال من حد إلى الحد للوائي ...اي كي سي سي 
بضرب ذائما في نفس العدد . 
مثال # 
: (,/1) متتالية معرفة بحدها العام : "2 - ,57 . أثبت أن المتتالية ( ,,/1) شندسية 


ك الحل : 

"2< رولا ومنكه : د ار 

17 

0 

إذن ٠‏ ,/25 - رونا بالتالي ( ,/1) متتالية هندسية أساسها 9-2 وحدها الأول ١‏ - 2 - ونا 
5 مبرشنة 


,ثم ,ء ثلاث حدود متتابعة من متتالية : 
2 دعم إذا وفقط إذا كانت : © .5 ,ع حدود من متتالية'هندسية 


وداوى 2201 وي 01> 


5 الإخبات 

1) نفرض أن *8-ع*4 وثبين أن 2 ,5 ,ع حدود من متتالية هندسية 
5 2 1 

بوضع ٠:‏ 9< نجد + ع<اي - 5 و من المساواة “8 دعن نجد. اده 


2 
إذن » 95>( هو)<*يو- ةو ل والعدها ب ايج 


4 2ظ 


([2 الدرس السادس 

منه : © ,5 ,2 هي فعلا حدود لمتتالية هندسية أساسها 9 

نفرض أن 0 ,5 ,ء حدود من متتالية هندسية آساسها 7 ونبين ان ©مع من 
لدينا من الفرض : 65-96 و لو-ء إذن: #ا-ؤ»»« مد ة( وه )«عه . 
مثال #» 


7 4 ,5 .2 ثلاث حدود متتابعة من متتالية هندسية حيث ؛: 4 د عزن و 
1 


1 


١ 
85 
55 
1 
زمه‎ 
حرمج” مي‎ 


2 


- أوجد الأعداد الحقيقية 6 ,م ,© 


“ الحل : 


بما ان : © ,5 ,ء ثلاث حدود متتابعة من متتالية هندسية فإن : © /-<-ءعو 
نعوض : 06 ف المساواة 64 - 06 نجد . 64 - 8 ومنه . 4 - م 

7 2 ا 1 
إذ ف 1 16 8 -: 0 2 يي حت جتن حس نج يت 

ن (1) 0 )12 0 


من المساواة (1) نجد: 5-, نعوض في (2) نجد: طم 


1 
-|ج 


بعد توحيد المقامات والتبسيط نجد . 0 -16+ع 2-10 
المعادلة : 160+ 2-10 لها حلين هما : 0-8 و2 - يع . 
- إذا كان :5 -ء فإن ؛: 2 -ه ومنه : (2,4,8)-2 ,5 ,6) 
- إذا كان ؛ 2 -ء فإن : 2-8 ومنه ؛ ( 8,4,2) -( ,8 ,6) 


2 العلاقة بين حدود متتالية هندسية : 
مبرهشنة 69 

الحد العام لمتتالية هشندسية حدها الأول ونا و اساسها و هو . "0< ونا - ,لآ 
5 الإخبات 

العبارة ٠:‏ "نو 2<« نلا - ,/آ محققة م ناجل الحدود الأولى : 

اوعوناء ,نا 

*و »وناك و »«و < ولا - و* رنا- وزآ 

“و »اونا - و * “و »ىل - و »ايلا - ولا 

*وعاونا- و >« أو عاونا - نكاولا دولا 


ا ع 


١‏ 7 المتتاليات 
نقبل أن هذه المساواة محققة من أجل كل عدد طبيعي ” ٠.‏ 
مثال © 
(8)) متتالية هندسية حدها الأول : 5 -ن7) واساسها 2 -9 
!)|اوجد عبارة الحد العام ثم أحسب 6/) 
: 2) هل العدد 5120 حدا من حدود هذه المتتالية 


الل : 


1) عبارة الحد العام شي : "يق ع "و »اونا- رآ ومنه. 564-320 - 5:26 ع ونا 
2) 5120- ,لا يكافئ 5120- ”32 

بقسمة طرق هذه المساواة على 5 نجد : 2-1024 لكن : ”2 - 1024 

إذن من المساواة 2-1024 نجد : 0-10 . 


7 
ا 


مبرهنة © 

إذا كانت ( ,17) متتالية هندسة أساسها 0:20 فإن من أجل كل عددين طبيعيين 7 وم 
لدينا + منا» ”7 "بن - ,رلا 

ت الإخبات 

تفرض أن : 0غ نا شو الحد الأول وعليه نجد ؛: "و<«ى/) - ,رلا و “و<امناء رولا 


-17 ىه "وغارنا 0 
ارو ار ا ل لحر ات 
4 4 0 يعاولا نا 


إذن + ءرلا» ”7 ”و د برا 


( ,17) متتالية هندسية حدها الأول ما و أساسها و موجب 
1) عين ب إذا علمت أن : 48 - ,لا و 2/6192 
٠‏ 2) عين الحد الأول ونا خم عبارة الحد العام ,0 . 


١ : الحل‎ 


مثال # 
34 
0 
2 
0 
7 
ع3 


/ 
)4 “جح و] بالتبسيظ نجد + و[ا* “بي - /) هنه نتجد : 2 وفك 0 
2--ن وبماأن؛: 0( فإن: 2--<9 مرفوض إذن : 2 - و 


2) لديناء "2»«ونا ونا بوضع : 4 - في هذه للساولة نجد, “2 »ونا - ولا منه : للك - ونا 


2547 


عبارة الحد العام للمتتالية : ( ,0 ) هي. "322 - رلا 


44 التمثيل البياني للحدود الأولى لمتتالية هندسية : 

( ,0ا) متتالية هندسية اساسها 4: بالتعريف» ,لا »7 - ربب 
ال ا م :/ر من أجل ١‏ تمت 

3 1 وفوود سسس ته ااا 1 
التمثيل البياني للدالة كر هو مستقيم ميله و 
-إذا كان : 0  )‏ فإن الستقيم ذو المعادلة 
7-7 يمر من إلبدا 0 ويمر من الربع 
الثاني والثالث للمستوي . 
- إذا كان 0 (1(4 فإن المستقيم عن - بر 
يكون بين م« دبر:4 و( «) 
- إذا كان (١‏ بن فإن المستقيم ذو 
المعادلة +ن - در يكون بين : 

> :4 و (/ر بر) أنظر الأشكال الثلاثية . 
6 حالة 100 
- نرسم مستقيم يمر من النقطة ( 24)000,0/ وللوازي ل: (ثبر بر) 
- الستقيم امار من ,8 والموازي ل: ( '« ») يقطع + - بر ا قن 
المسقط العمودي ل 
اديع ي ل82 على محور الفواصل هي :/) لأن النقطة :8 ترتيبها نفس ترتيب ,8 


اه 
ار 


وبماآان :8 من الستقيم + -2 فإن الفاصلة هي الترتيب 

- نرم للستقيم الذي يمدل النقطة (0, :/1) 4 والذي يوازي ( /ر ر) يفطاع ويا 10 
النقطة ,© و المستقيم المارمن © وللوازي ل: ( /د «د) يقطع + - نر في النقطة © 

- السقط العمودي ل © على ( “د *) هو ا 

لأن النقطة ,© ترتيبها نفس ترتيب 7© الذي هو ينا 

وبماان: © من المستقيم + - نر فإن الفاصلة هي الترتيب 


4 5 إتجاه تغبر متتالية هندسية : 


( ,'ا) متتالية هندسية حدها الأول 0/] وأساسها ي حدها العام هو : "9< مل] - ,نا 
المتتالية ( ,/)) رتيبة ( متزايدة أو متناقصة ) إذا وفقط إذا كان : 0(0 ٠‏ 


5 الحالة الأولى 0 ( ونا 

+ إذا كان ١‏ 1 < ؟ فإن المتتالية متزايدة : ( ثابتة إذا كان : 4-1 ) 

+ إذا كان : 0 ( ب < 1 فإن المتتالية متناقصة( ثابتة إذا كان 1-؟ ) 
الحالة الثانية 00)0) 

+ إذا كان : 1 <ب المتتالية ( ,/1) متناقصة ( ثابتة إذا كان : ١‏ - بن ) 

+ إذا كان : 0 ( + < ١‏ التتالية ( ,نا) متزايدة ( ثابتة إذا كان : 0-1 ) 


5 الإثبات 
ا""وعزولا برلا ٠‏ "و »الات 
1) إذا كان : 0 ) ؟ فإن حدود لمتتالية ( ,,11) تارة موجبة وتارة سالية ( حسب قيم « ) 
وبالتالي ( ,/)) ليست رتيبة . 
2) إذا كان : 0 ( ب اتجاه تغير لمتثالية ( ,,0]) يؤول إلى مقارنة ,نا و اجرلا 
- حالة 0(0ن : يد 9*ونا ‏ سلا 
“بون 47 
إذا كان ؛ 0 ( و < 1 فإن : ,لاك بب,/ أيان ( ,0ا) متناقصة 
واذا كان: ١‏ < و فإن : ,نا < ,لا أي ان : ( ,0)) متزايدة . 
- حالة 0)0/) : ندرس إنجاه تغير التتالية ذاث الحد العام "4 وا - التي اتجاه تغيرها هو عكس 
إتجاه تغير الثتالية ( ,/) ذات لحد العام ١‏ "و<منا 


مثال # 
: ( ,نا) و ( 1) متتاليتان معرفتان كما يلي : [4)ه- رلاء "232 


5 أدرس إتجاه تغير المتتاليتين ( ,'نا) و (,/1) 


ا011 


5 الدرس السادس 


الخل : 
)١‏ دراسة اتجاه تغير ( ,17) 


ا د 1 
بماآن ء 2-- ,2 و >4 فإن المتتالية ( ,نا) متزايدة تماما 
2) دراسة اتجاه تعير ( ,/1) 
بماأن 10-3 و 7-2 فإن التتالية (,/1) متزايدة تماما . 


4 مجموع حدود متتابعة لمتتالية هندسية : 


1( حساب مجموع ,7 حدا الأولى لمتتالية هندسية حدها الأول 1 وأساسها و 
الحد العام لهذد لمتتالية هو. "بن - ,نا 
نضع ؛ )0غ( ري ع وجي 14 دق 
وعدي عرق سبو 0 في 7 نجد ؛ "و + أ "وج.... + تو + نو +ن - وو ومنك : 
و+8-5-1 4 و بالتالي . "و+5-1- 35و إن , -١‏ "و -(0-1)ى 
-إذا كان : اع ب فإن : لدو 1 
0 
- إذا كان : 1-؟ فإن: ,-ا+.... + +ع 5 
2) حساب مجموع , حدا الأولى لمتتالية هندسية حدها الأول و) واساسها 9 
الحد العام لهذه المتتالية هو . "و *«ن1] - ,0 . 
م342 2 ملمروء + لاج )ع 3 
3 07 100 *4ونا+ بن ونا+ ولا - 5 
0 ...+ و جو+1) واد 
- إذا كان : 9-1 فإن : # ونا - ( 1+ .....+1) وناء 5 


0 7 
-إذاكان : 1+ و فإن. لمرو - 5 


| مجموع ‏ حدا الأولى للتنا 0 


حدها الأول 6 للمتتالية هندسية اساسها وهو كم 


007 معي سمي مور ري | 
1) أحسب الحد السادس لهذه المتتالية . وأدرس اتجاه تفير المتثالية (,0) 2 أ 
6 أحسب مجموع 5 لعشرين حد الأولى . 1 


ت سس ووو ل سس حم يون 


عع كه ورودو لمعيو عد ب لتق 


الحل : 


1) الحد العام للمتتالية ( ,لا) هو "و <ونا- ,لا هنه : "3*2 - ,نا 
الحد السادس للمتتالية ( ,نا) هوء: ونا حيث : 3225-96 - و 
+ دراسة اتجاه تغير المتتالية ( ,'ا) : 
بماان: ١‏ ( 2 و 0( ول فإن للتتالية ( ,,0ا) متزايدة تماما 


2) حساب المجموع : 
9] 4 
- - : -530 
(3)25-1- احكيو لل ونا - وئلة عممءه +,نا+وناء 3ق 


“2 الث 


9. تقارب مسثالية 

الهدف من دراسة تقارب متتالية هو معرفة كيف تصبح الأعداد ,' لما 7 يأخذ قيم كبيرة 
تقترب شيئا فشيئا من (+) أي هل ( ,ا) تأخذ فيم كبيرة ومتشتتة ام تتراكم حول 
قيمة معينة / . 

نقول عن متتالية أتها متقاربة نحو العدد الحقيقي / إذا وفقط إذا كان كل مجال مفتوح 
مركزه ! يشمل كل حدود لمتتالية أبتداءا من رتبة معينة ونقول عندئذا أن المتتالية 


95 1 حك ١‏ 2 رنانأا 
متقاربة نحو / ونكتب ؛ 0 
مثال # 
* (,0ا) متتالية معرقة بحدها العام : نا 
2 
5 2 2-0-1 1 1 
5 حدود هذه المتتالية هي ؛ 20 2 3 5 4 00 +---* 10000 2-6 
يلك د يد اقل ١0‏ 
و 0 
0 تلاحظ ان حدود التتالية ( ,,/)) تنتهي بالتزاكم حول الصفر ( تقترب شيئا فشيئا 
ُ من الصفر ) 


2 من أجل كل عدد حفقيقي 104دن حيث : غ4 كبير حدا : إذا كان : 7 إن 
؛[ فإن كل حدود امتتالية ( ,17) تنتمي إلى المجال : 5 
1 من 


0 ] > . 4 -][ إبتداءا من الرتيبة **10 
؟ إذن المتتالية : ( ,1/7 ) متقارية نحو العدد 0, | . 
1 ا 


5 خاصية 
)١‏ إذا كانت المتتالية ( ,,11) متقاربة فإن نهايتها وحيدة 
2) /. دالة معرقة على المجال ] 6+ ؛ ©] و(,لا) متتالية معرفة ب («)/ -رنا و 6<, 
إقاكاتت ! -( )»ةاون ب 1 ناسلل 
26 ج بر 8 ص + ج رر* 
5 الإخبات : 
)١‏ نفرض ان المتتالية تقبل نهايتين مختلفتين , , :1 نختار مجالين مختلفين 
يعوا 4 . ا على التزرتيب ش 2 ماه 
بما أن ( ,01) متقاربة فإن ابتداء من رتبة معينة كل الأعداد ,7] 
وهذاغير ممكن كون / و /. منفصلين. متسيسسين 
إذن لا يمكن أن يكون متتالية متقاربة نهايتين مختلفتين . 
2) في هذا الستوي نقبل الخاصية بدون برهان . 


1 م 


بع 0 اك 0 

34 4 5 

سكس ابن دكن اك 

3 اين مد جير 81 

0 5 

5م 2<م, لاعكومنر 

8 7 0 لأن ٠‏ 0ك هنا يؤول إلى إثبات أن ؛ 2 (,,) (2+1071 

7 ص عير أ 

0 535 ه يماان؛ 0( فإن: 00,02 

25 ىّ ل -5,)2+10 يكافئ ددنت 
د 200 - 
يكافئ , 7+1(107, 

يكافئ ؛ 109 


منه قيمة / المطلوبة هي 9 
والنينة ودين 
اجم 
المتباينة *-2-10 ( ,)ا محققة من أجل كل عدد طبيعي » 
بذن: *2+107 ) ,0 ) 2-10 كافئ ؛ *2+10 ) ,نآ 
تحكاظئ ؛ اي لمج 


-4 5 

ل 0 
تكافئ ٠:‏ “1(10+م 
تكافئ + 10-1 ( م 


وو ت_ ببح 


1 
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لوعي 01 (,1) ابتداء من ,برلا تنتمي إلى المجال , 
+52 2-10 | مما يدل أن لمتتالية ( ,17 ) متقارية ذ زهنا | 
0 (,11) متقاربة نحو مركز هذا الجال الذي هو2 
معد جه زر 
3) لتكن / دالة عددية معرفة على المجال ] * + , 0 ] بالعبارة ل +2 -()/ 
1+ 


بما أن . مويه د و (م)م/ردين هبن , 2-(5)مرسنا 
صب ج ير 


2ه 


© . النهالات 
6 النهايات والعمليات : 


(,نا) و(,) متتاليتان متقاربتان نحو: 4 و 2/ على الترتيب إذن , 
الكو يم المعرظة ب + ,1+ ,لا - ,1 متقاربة نحو : ي/ + ,ا 

المتتالية . ره المعرقة 0 - 2 : 

7 بد لاغ لاي متقاربة نحو العدد ١‏ لحقيقي ا5. 
المتتالية ( ,'ا غ) متقاربة نحو 1غ 5 


إنا كانت حدود لمتتالية (,,1) غير معدومة و 0+ ,/ فإن المتتالية , ل - ,| متقارية نحو 
العدد ١‏ قيفي / ّْ 

يي | 
أمثلة ©» 


ا 1 
) دنا و جد ع ملاجمنا تيلا 


ليتين (,0) و(,1) متقاريتان نحو نفس العدد 0 ومنه الت 
امور ا دهم ومنه )011 


1 
2 امنا و ,ا ٠‏ وارلا - با 
التتاليتين ‏ (,/]) و( ,) 

يتين : ( ,,لا) و(17) متقاربتان عند 1 ,0 على التزتيب وبالتال الذه 
(1) متقاربة نحو 0+1-1 نيو افق ايفين عاذت 


1آ0ظ2ظ : 
ومترحعر جب" اتج بمبممجص بحرم 


1 52000 

7 ) ل +اء مل 3 1-2 03 ار 

المتتاليتين : 

:1 التتاليتين (,/ا) و(:1) متقاربتان إلى العدد 1 و2 على التزتيب وبالتالي 
التتالية (,/1) متقاربة نحو العدد 4 

2 2 5 


سس ع ست 07777 


2.6 حضر متتالية : 

5 مبرشنئة 

)0 و )11( 1 )11 ثلاث متتاليات 

إذا كان من اجل كل عدد طبيعي 7 بحيث ؛: 7 2 7: 

,1 > ,رن > ,1 و (10) و (,11) متقاربتان!لى نفس النهاية / فإن المتتالية 

( ,1 ) متقاربة نحو العدد / ٠‏ 

5 الإثبات 

بماان : (1) متقاربة نحو / قإن كل الأعداد ,7 تنتمي إلى مجال مفتوح 7 مركزه 


/ ابتداء من رتيبة 7 
بماان (,1) متقارية نحو 7 فإن كل الأعداد ,17 تنتمي إلى مجال ! إبتداءا من رتيبة :7 


ليكن : هو أكبر العددين 7 و :7 
كل الأعداد ,! و ,11 حيث ؛ :7( 7 تنتمي إلى المجال 1 وعليه الأعداد ,/ا تنتمي إلى 1 


أي أن المتتالية : )0 متقاربة نحو / 
مثال © 
0 ).1 متتالية معرفة بحدها العام : 


"لاجم 1 ١‏ ناسنا 
9 -,؟ باستعمال المبرهنة السابقة أحسب : 3 


الحل : 
من اجل كل + من ١ : ١‏ > '(1-) >1- وبإضافة 7 إلى حدود هذه الأخيرة نجد : 


م +1 س + 1-)2 مس+ا- 


م +1 > م + '(1-) >م+1- وبالقسمة على 37 نجد : 233 300 
1-1 2 +-, 
00 دنا 5 1 عل 10 قإنء << وها 
دجم تان 
كت ملاحظة * 
إذا كانت من اجل كل عدد طبيعي : ” بحيث ١‏ 0<« ,1 1|5- ,]| مع /. 
1-0« وى , 1د ,ناسنا 


قَى ثشابت : 
عد حفيفي فم 1و ور معد ج مر 


1" 


كم 


الدرس السادس 
5 من اجل كل . * 1 عم ١‏ 2 |1- ,| 3 0 - خسنا منه , 1 وناهنا 


0 
2 صدجدر 0 


36 مقارنة بعض المتتاليات : 
6 خاصية : 
ليكن 0( ولتكن ( ,ا) متتالية حسابية حدها الأول 1 واساسها ه . 
حدها العام هو؛ 1+0 ,نا ؛: ولتكن (,1) متتالية هندسية حدها الأول ! واساسها 
( 4 +1 ) ؛ حدها العام هو "(1+2)- 1 , ؛ 
إذن من اجل « تنتمي إلى 38 ؛: 4+ اخ '(ع ١+‏ ) أي ان ١‏ رلا < ,نز 
مثال #» 
0 
2 مناجل كل الع :+ ؛ , +] < ”2 , ,2 +[ < ”5 ., كيدا <”[2) 
قو 3 


6 نهاية متتالية هندسية : 
2 مبرهنة 
(,/)) متتالية هندسية حدها الأول ونا وأساسها 0 ع و 
حدها العام هو. "و عاونا - رنا 
)١‏ إذا كان : 1(؟ و 0 + ونا فإن التتالية (,1]) ليست متقاربة ( متباعدة ) ونهايتها (2+) 
أو (-) حسب إشارة م/) 
2) إذا كان : ١‏ 4 فإن المتتالية ( ,/1) ثابتة ونهايتها ونا 
3) إذا كان ١‏ 1-(1(0 هإن المتتالية (,/ا) متقاربة نحو الصضفر 
4) إذا كان : 1- > ؟ فإن المتتالية ( ,/1) متباعدة وليست لها نهاية 
5 الاقضات 
)١‏ مناجل 4(1 نضع : 1+6 دن مع 0( 6 
من أجل كل 0( ه . مسا [ه+1) وبما ان : 0( 5 فإن : 
المتتالية ذات الحد العام : ع +1 نهايتها (ه+) 
إذن المتثالية ذات الحد العام ٠‏ "( 4 +1) - ”0 نهايتها (ه+) . 
وبالتالي نهاية ,0 هي : (<+) إذا كان : 10(0] و( ) إذااكان: 0) ,ل . 


2) من أجل 4-1 فانء وا ع "و وا ومنه المتتالية (,,)) متقاربة نحو العدد ,/ة 


3) مناجل 1 )| | نستطيعان نكتب, ل -|و| حيث: 0< 


إذن: '[4| |00 |-|,وه| 
سس 


آآلآلا آلآ أْأآآلأآللورلاشددة««“فده ١‏ 


وج )4 
1 


لكن من للتباينة ٠‏ 06+ < '[+1) نستنتج ؛ 007 


171 لب »«|من |>| ”و ون |0 


0ع لونم 0ع ”ون ور جنا 0- ناسنا 
بما ان : 1 . 069 أى :+ 
2-99 +1 2 معد جديو 2 ” وم+ جر 


4 من اجل 2-1 
إذا كان : 7 زوجي فإن : 1 < ”؟ وإذا كان : « فردي؛ -١‏ > "و 
وبالتالي للتتالياة ذات الحد العام ؛ 77 0/] ليست لها نهاية وعليه فهي ليست متقاربة (متباعدة) 


مثال »© 
' لتكن : (,نا) ؛ (10) : (:1) ؛ (,5) اربع متتاليات معرفة كما يلي : 


م الالقدان عوج اتات ات 
٠ 20‏ [لج)ء:” ؛ [ ).5 
٠‏ - بحسب نهاية كل متتالية . 

“ الخل : 
1) حساب نهاية ,نا 

(,ا) متتالية هندسية اساسها : 3 - ب وحدها الأول 2 

- ناسنا 
بماان: 1(و و 0-2و فإن :0 ابي جام 
2) حساب نهاية ,1 : 

)ن) متتالية هندسية اساسها , 3-- و وحدها الأول 1 


بماأن: 1- > ب فإن المتتالية (:/1) ليست لها نهاية 


3) نهاية (,/1) 
للتتالية (,17) هندسية اساسها , 1- -؟ وحدها الأول 1 . 8 
. . 0ع لاما 
بماآن: 9|)1] فإن' اب جار 


4) نهاية : (,5) 
الملتتالية ( ,5 ) هندسية اساسها د وحدها الأول 1 


0ر5 1زأا 3 
20+ جب زر 


بماان : 1)| | فإن: 


امس ب 


الدرس السادس 


تطبيىٌ . © 5 ممعيبة ايجاد الدالة كر بحيث: (0)/ -, ,7) حساب حدود متتالية إفاعذة 


ويد ا ل ا 0 
ب 


1) الدالة / المعرفة هنا هي ؛: 2 +32 - (+) ثر 
2د ولا 5- إن 0 8« ينا 0 11 ويا 0 4- وآ 


2) الدالة /ر للعرفة على : ] +, 0] ب 
1 
3 

3) الدالة / المعرفة على ]0 +, 0] ب [* )مه -()/ 
0ل 03 ١‏ درن 0 0 ينا 0 [ -- ول 0 0ع ونا 

4) الدالة ثر للعرفة على ]© +, 0] ب 2+ جل.3- تر -(م)ر 


٠ 0-2‏ 3-3-0-دنا . 6-212ديلا ٠.‏ 5ه11-3ادي . 12د يل 
لوه لد 


زمار 


1 2 5 
و0 0 لمج ونه 5 08 5 0 7 درن 


/ بين . © © : + 1494 ايجاد الدانة كر بحيث ؛ (م/8 6 2 ببريا حساب حدود متتالية اللؤية 
0 و عليه ترصية ١‏ 


س0 


01 


ا مما مانا 
“ الخل : 


[) الدالة /. للعرفة هنا هي الدالة الثي ترفق بكل * من ] ©+,0] العدد : ج52 -( <)ر 


1 ون 


2) الدالة / المعرفة هنا هي الدالة التي ترفق بكل :د من ] + ,0] العدد الحقيقي : 
*(2-)د(عار . 
16- :(4-)- :[0-2ئل)- رنا 
6- 142- ( 2ن ينآ ) ينا 
1942- :(2 -ينة) - ولا 
3) الدالة / للعرفة هنا هي الدالة التي ترفق بكل عدد حقيقي : من ] +,0] بالعدد 
الحقيقي ٠‏ 1+ جاه -(«)/ 
اذل /.- اجولال سول . ٠١‏ 15 ا لاا إن ٠‏ 2- اجولل.- زنا 


تم © : معد 9 سك حاحه طج ج000 وتصما: د 


(.1) متتثالية معرفة : من خِل كل عدد طبيعي « ١١‏ 200000007 
عبر بدلالة :, عن الحدود ريرنا: 0 ورد" 0 انبرل في كل حالة من الحالات التالية 


9 2 ندر 5 
)١‏ مة- ,2 - رلا ك200000001 كان :312) 2232 00 


“لحل : 
[) 22-3 عدرلا 
سج تقد 3-مر3-( اعو2 + .)2 -(1+م)3-”( اجم)2 - ببرنا 
م ه- تررق - م 6-[ تمه)< -(م3)2- خزمه)2 رون 
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3م[ جه )2 - (-م) 3- )2 د رن 
5+م7- 2,7 2 2-313 جم 4- ,2 1 تطبيو . © : عور التمثيل البياني للنقط ذات الإحداثيات ( ,,!) 7) اوعد 
0( دجس _ 2+2 7 : 
3 2+ سس لم : 


لخمة _ 2جمه ‏ 200:2 
1+ 2+2 2+2 - 


ل 000 

ام "م 

قا ع#مودوية 0م ودر رع 
0803-2-4 )وك ود رن 


2+5 و_2-3)20+3(2-2- مد 


هه 


2-7 حارلا 
: 0ع لا : [1-- نا 
0 بيو .6 : معد المتتالية الدورية #لؤعة 0ع يلا ٠‏ 3- ولا 

0 بماان : ( «) / - ,نا حيث / :هي الدالة 
المعرفة على 7/ بالشكل +2 - 2د( د )ر 
بما أن بيان أن الدالة /. هو قطع مكافئ 5 
ذروته )١,-1(‏ دهفإن النقط ( ,نا ,) -, 
تنتمي إلى هذا القطع 


0( 4-2-2 - ولا- ناه ولا ٠‏ 2--4- 2ه رنا-وزاء رن تطبيى . © : ممطفة تعين اتجاه تغير متتالية اه 
2-4 -2- - ينا- ونا ونا 2--2 + سح ول]- ,لاع ونا ؛ | درس تَغَيرَات كل متتالية من للتتالياد «القا 0 
2+4-2-- ولا- ونا ع ولا ٠‏ #-2+2 د ولا-ع لاح ولا : 
4-2-2 - ولا- ولا ولا ٠‏ 2--2-4- ولا- ونا- ولا 
4- - 2-2-- هلا - ولاح ورلا 0 2- - 2 + 4-- ولا- ورلا ررل] 
نلاحظ أن قيم حدود ( ,/)) دورية دورها 6 - م 
أي من أجل كل +« هن ١ 3١‏ ,لا - يبورلا 


يسمى هذا النوع من المتتاليات بالمتتاليات الدورية اي ' 
1 0د (وولةا-(ولاحييولا )- ربولا مولا ويلا لدراسة تغيرات المتتالية (,]) نحسب الفرق ؛ ,لا - ,5 ثم نعين إشارته 
( ونا > (ملا-) -- ورولا- - وبزوبولا - هبوتلا 01 قت - برلا 
03 4- - ولاح.... - وولاء وبيولا > مورلآ ( لاحظ أن : 100<6:*16+4 ) 7 _ (3+3-(2+ن ا رت 1 
2 - هنا هووو/] ( لاحظ أن : 2 +3346 - 2006 ) (3()0+1+م) ‏ (3()0+2+م 2+ 3+م 
ال سس 5 


و 


جا 2 


الدرس السادس 


2 


5-6 


3 


عسل 


من اجل كل عدد طبيعي : لدينا ٠‏ 0) ز وي رتري] 
ومنه : فإنه من اجل كل ؛ 0) ,لا- ببر,نا بالتالي : (,/]) متناقصة تماما . 


“(1-م)- (1-2غ+م)ء 1 
(3-متاح [ (2-م)عل-م)] [(2-م)-(١-م)]ء‏ «(2-م)- نز اسم)- ونا-ميرنا 


من أجل كل + من [1]-*/7 . 25-3(0 ومنه ؛ 0 (رنا- رن أي رلا ) رببرلة 
مما يدل على أن المتتالية (,0]) متزايدة تماما على 1 ,7-10 


"(ا-)+(احجم)- “(1-)-(1جم)ء يبنا 
"19 -م] ل "(1-) +(نجم) | - ,نا ريون 
)-1١(' 21+2)-1("‏ 2ع( م-اعم)د 
إذا كان 7 زوجي فإن ؛ 0 (,لا- ربولا وإذا كان 7 فردي فإن : 0) ,نا - رب,7] وبالتالي 
المتتالية (,/ا) ليست رتيبة 


له - ,ل نعلمان '(1-)- #رروون ومنه ؛ 2 

")2 - (1-د) "اع > '[1-) - "إل)-*(1-) - ولا برلا 

- إذا كان ” زوجي فإن ١‏ 0) ,لا - ربرنا وإذاكان ‏ فردي فإن ؛ 0( ملا - رلا 
وبالتالي (,7) ليست رتيبة 


550 رلا ومنه 6+2/دك- ابرلا 


05( 
[1+م + 2جم) (اجما- 2 جو ب 1 1000 
1+1 + 2+ 
1 _ (1+ج)-(2+س 3 
1م + 2+ ل 1+ دل + 2 +ر 
بماان من اجل « من /ل : 0 ( سسبليمر فإن ٠‏ 0 ( ,لا - ورلا 
1+:رل + 2 +1 
ومنه المتتالية (,']) متزايدة تماما على ال 
م *-- (,لا)-(م-رنا)- ولا يونا 
من اجل كل + من *7 : 0) ,لا- رر,لآ ومنه التتالية (,00) متناقصة تماما على * لز 
سس ههه 


!|711707717177ااجلةالتا7تساسسد د 0 
تطبيو 1 © : معمة دراسة اتجاه تغير متتالية بمقارنة 0ك و1 ويه 


)7 . 0 0 3 
ار 5 3 00 : 


0 افوس ار 1ل اك دم تج اجا تي فتالية 3 
اه 


8 4+1 + قح رن 
1-8 +328 رن م 33+12+1-40 دبل 
1-98 +16 + *3- رن ٠‏ 35+20+1-264-ولا 
نلاحظ أن حدود المتتالية (,]) متزايدة تماما 


0-3:+1-2 (1 


4-1 - "5-3 ييه + 35 ر سه 3 دولا 


2 +4 + ”3 1+ ريك + ”3 4 
(2+ "اد _ 3")3-١(+4‏ 3-34 
[+رر4+"3 0 [+ررة4 +35 [+بيه+* 3‏ 


2)3*+2[( 


بماان 2(0+”3 و 1(0-+4+"3 من أجل كل عدد طبيعي 7 فإن: 0( 1 + 3+4 


1 


يه عوك نكافئ ؛ ا ومنه نستنتج ان : (,/]) متتالية متزايدة تماما . 


و- 


- التباينة 0 (1- 


تطبيق . © 6 لماج استنتاج اتجاه تغير متتالية حدها العاهومعرف بواسطة دالة كا 


برس اتجاه تكيرات ال 5 
افك عر 4+2 -مد(ع)ع 6+6 ---7 
02( نعرف للتتاليات (,/0! 2 0 0# بالكيفية التالية 0 
(مارد نا © (م)عديطا . (1)0 درن : ْ 
٠١‏ باستعمال السؤال الأول ادرس تغيراك كل متتالية. 


7 


7 4 59 


“ الحل : 


1) 0 الدالة /. قابلة للاشتقاق على 77 ولدينا .من اجل كل + من 8[ : 5+جة -(+)/ 
إذن إذا كان ؛ 3ت( فإن /. متزايدة تماما :وإذا كان ؛ 3 ) د فإن متناقصة تماما 


3 الدالة م قابلة للاشتقاق على 17 ولدينا من اجل كل + من 17 : 4-+2 >( :)اع 
- إذا كان 2 (+ فإن الدالة م متزايدة تماما . 

- إذا كان 2  )‏ فإن الدالة ع متناقصة تماما . 

0 الدالة 7 قابلة للاشتقاق على 11 ولدينا من اجل كل + من 1ل 22+6- -(+)// 
* إذا كان : 3( فإن 7 متناقصة تماما 

إذا كان : 3) : فإن الدالة 7 متزايدة تماما 


2) بماان / متزايدة تماما على | +,5- | فإنها متزايدة تماما على وبالتالي 
التتالية (,7]) حيث : («)/ - ,لا متزايدة تماما على /7. 
0 # متزايدة تماما على ] 0+,2] فإن المتتالية ( ,:1) متزايدة تماما على 
218-01 
0 7 متناقصة على المجال ]+ ,3] فإن المتتالية ( ,؛:) متناقصة تماما على 
0ل 


7 رلا ونا للد زرا شد ونا شل ين 8 - د - ونا 7 ونا 
نلاحظ أن ابتداء من و فإن : ونا ( ولا (هنا(ون 


ليع 


© 5 ا 


من ايل كل 24+ لدينا ٠‏ 0+1<5 منهء: 81 منة ينح !حت وإمافة 1 
5 آجىر 5 21 
1036 


إلى طرق هذه التباينة نجد؛ م 4ل | بالتربيع نجد : 2 (حلب1)وبضرب طرق 


' نين , 3لد16 ١‏ كيدها 
المتباينة في 43 نجد , كك < ول.» فك ويما أن : 7 


2 
فإن ؛ 3(1/» بم أي ع مما يدل على ان المتتالية (,/]) متزايدة تماما إبتداءا 


من 4-دم. 
لس سخ سس ة 


تطبيى ‏ 08 اا سنن عه دونه با هد بعد نم عمتسا 


0 5 قاع ابام 


(2)....... 83- تم + تؤ+ ةم 
بماان » , 5 , ه كلاث حدود متتابعة من متتالية حسابية فإن :(3) عع 2ح نوج 
من(1)و(3) نجد؛ 38-15 ومنه؛. 5م 


نعوض قيمة 5 في المعادلتين (1) و(2) نجد 
0ع م + تكافئ ؛: »-10-ه 

نعوض عبارة + في اللساواة : 8- 2+2 نجد: 58 شن + (ع-0) 

وبالتبسيط نجد: 262-206+42-0 بالقسمة على 2 نجد : ('*).... 21-0-+4م 2-10 
ليكن : 4 مميز لمعادلة  )*(‏ 16-(4)1()21-:(10-)-8 

0 ومنه العادلة (*) لها حلين مختلفين هما ؛: 6 , :© 


4ع , و 4-ها 
وجا ا 2 


5 66 
ةو 


-حيث + 7ع عت 


-إذا كان ؛: 7-ء فإن 3-ه- ومنه: (3,5,7)-(ء,ق,ن) 
-إذا كان : 3-- فإن : 2-7 ومنه: (7,5,3)-(ء,ة,ه) 


1ك +2 درل ٠.‏ 3+س2-- كج(ا+م) 2-ح رلا 
(,/) حسابية إذا وفقط إذا وجد عدد حقيقي ” بحيث + "- ,رنا- ,رملا 
ده وعو وم و ورم [الع و ) -(3 ويود )دينب بز 
إذن (,/]) متتالية حسابية أساسها 2- - , وحدها الأول , 5- 0+5 «-2-- ,61 


© ا تررع يجمه + مد 1+ (اجم) د بنرا 
اعم 2 -(ا+ )عم 2+ رع ينا - ورلا 
بما ان: : ١,‏ - ,”1 ليس ثابت فإن المتتالية ), م ليست حسابية 


3( "3 بور 2 237 قت ري /لر 5 ا ا ل ف 0 
بما أن الفرق ٠‏ ,ا - ,»1 متعلق ب: 7 ( ليس ثابت ) فإن : (, /17) ليست حسابية , 


د 


تطبيى .© : مسد بس سم :31 انا حيث (00ا) يفيت 


ع 
> 
5 


بماان (, /)) متتالية حسابية فإن عبارة الحد العام لها هوء (0-1) 34+5- ,ن) ؛ *لارعم 
بما أن (, 1) متتالية حسابية فإن عبارة الحد العام لها هو؛ (5-)(1-)+7-,1 أي: 
2+رك- د با “زعم 


ا 


ت إنبات ان (, 17) متتالية حسابية : 
مناجل كل */اعم. ‏ يبول!3-رروناء يبلا 
(5-,1) 3-( 5+,نة) - 
10 - (5+15)+31-,0- 
ومنه : (, 17) متتالية حسابية أساسها 20 وحدها الأول 18--3-21-<31- 


0 تعيين الحد الثامن : 
الحد الثامن هو :17 : 18+140-122--20 1-117 . 


ح- 


تطبيئ . 68 3 مس عو ا اا 0 


” الخل : 


1) أساس للتتالية (, نا) هو : 0-3لا-رنا-م 
عبارة الحد العام للمتتالية (, /]) هو. .ول - ,رلا 
بالتعويض : ولا و ” نجد: 2+3 -ولا 
الحد الثالث عشر هو : دبلاة ححيث ؛ 2+36+38 -2+312 - ورلا 


2 700( ,نا يكافئ ؛: 700( 2+3 يكافئ : 37(698 
يكاهئ . 224 رم يكافئ ؛ 232/66 (5 - 
ا 1ه اكبر تماما من 700 . 


3( 0 (ى/ ( 300 يكافئ : 200 ( + 3 +2 (300 يكافئ . 189 ( س3 ( 298 
يعافئ , 1598 رر ر كك ١‏ يكاضئ. 66(« (993 
ومنه مجموعة قيم « بحيث : ,نا يكون محصور بين 200 و 300 
هي 67, 68 , 69 , ........ 98 


و 


1) بماأن : (7,/]) متتالية حسابية أساسها 3 فإن + 3+ ,ا - برلا 
, *) متتالية حشابية أساسها إذ وفقط إذا كان ؛ “ - ,|- بن[ 


1 
1[1- كا +- (رن - بون [2+ ,لات 2 -[ جين ) - ,حبرلا 


إذن + )1( متتالية حسابية أساسها أ ”7 وحدهاالأول: 22و - و1 


2) (,)) متتالية حسابية أساسها ”: إذا وفقط إذا كان ؛ “ر - ,/- ن,/ 
(510 +11 2) - (ببمكا 5 يبورلا © دواد ربوا 
1اء 5 +6 - "5 .دم 2 - (,1- ,)3 + (منا- روول) 2 - 


إذن (,؛) متتالية حسابية اساسها 11- ", وحدها الأول و 
نه 


- .109 جه تعبين طبيعة التتالية 2+ 2 حيث ( ,!]) متتالية تراجعية بها 


الحل : 
1) (, ”1) متتالية حسابية إذا وفقط إذا وجد عدد حقيقي / بحيث  .‏ 7-,|- رملا 
86 ام / 1 
د يب |وندةا|اة4 حك بي 
ونا اجملآ ١ 8 ١‏ 6 ' 
له _ 2-1 1ن 1ه ذفن 
47 ,رن 20 0 


إذن : (, ”1 ) متتالية حسابية أساسها 2 -/ وحدها الأول 2-26 +4 - -2+ سور 


2) «عام + درل لاعم . 26+27نآ 


ص+د( الاب سا" 1000 0-حكدومنا - ناهذا 
وهو+ جمر م4 جه زر 3 


” الخل : و و 0 0 


[) عبارة الحد العام هي + "و < ملا - ,رلا 
بالتعويض قيمة ولا و 9 نجد: "225 - ,رلا 
0- أ5غ:2 درل ٠‏ 225*50- يلا 
0- 2*5 د رلة ٠‏ 1250- *225 - ولا 


2) الحد العام للمتتالية (, 0)) هو: "4< 0نا- ,') بالتعويض قيمة 00 و نجد : 


3) لدينا من اجل كل « وم هن /3 ٠‏ (إ....." "و *ملا-رلآ 
بوضع : 5-7 و 4-م في () نجد ٠‏ >“ 7و« وناء بلا 
أي ؛ 7و»48 -384- ومنه , هل ل تو 


8-- تي يكافئْ 3 2- دو 


بوضع: 0 -م و 4 -« ف المساواة (1) نجد : “4< ونا ولا ومنه : 4ك - رن 
1 
بالتعويض قيمة ,لا و ؟ نجد : جم -منا 


- بوضع 7-م و 9-: ف للساواة (1) نجد + 42 < جنا - ول 
384«4-6-- (2-) «(384-) - ولا . 
جه 


0 . 09: نوم إيجاد أساس متتالية هندسية بمعرفة علاقة بين حدودها عه 


الحد العام لمتتالية هندسية أساسها ) وحدها الأول رلا هو: " < ىلا - ,!] ومنه ينتج : 
"و »ولا د ربولا و **"و »ولا - يبوتلا 
من للساواق ٠‏ ,نا + .,,1] - يملا ينتج : "و وناج !*"و وا **"ن * ملآ بقسمة طرفي هذه 
الأخيرة على . ”4 ملا نجد . 2-9+1و 
أي: (120.....)1-ن-ث2و 
ليكن ك4 مميز لمعادلة (1) : 5 -(1-)([4)1-:(1-)-8 


جب ب سس 7 نسل و ا ص م مستت سيت 


0 ومئه المعادلة (1) لها حلين هما : 


كاجنادي اماي وبماان. 4(0 فإن: 5 


2 الحد العام للمتتالية ( /1) هو "و“3- "0«*0/- 
ومنه ينتج ٠‏ 1-39 و *ن<*3- :1 
بالتعويض !7 و :7 و :! ف المساواة : 311-2/6- :1 نجد, 392-99-6 وبالقسمة على 
د نجد: 2-و3- 2و قي (220.....)2+ 72-39 
ليكن 4 مميز للعادلة (2) + )-3(-4)1()2(-1١‏ -8 


0 ك ومنه العادلة (2) لها حلين هما 


3-1 3-1 
ا ا ل 


وبماان (, /1) ليست ثابتة فإن: ين مرفوض وبالتالي 2 - ,0-0 
ب) عبارة الحد العام للمتتالية (, /1) هو . "3:2 - "و - ,| 
6د ايرود م , 322-12-,/ , 524 38235ع- 

<< 


تطبيىٌ . © ع وص زوج لص 


الحد العام للمتتالية (, 17) هو؛ "و ملاع ,لآ و بما أن حدودها سالبة فإن ١‏ 0) منا 
لدينا ء (4-1) "و ولا> ,لا - مرولا . 

(, /1) متزايدة يعني ان : 9-1((0)”؟ ونا وبماان 0 ) ن) فإن: 9-1()0) "و 
حتى يكون : 0”)0-١()0‏ يجب ان يكون : 0( 1(9 


0 |) يما ان :+ إلا .ونا وولا حدود متتابعة من متتالية هشندلسية 
فإن : “ونا - ونارنا 
, 237 2 2- 
لكن : - ونا نا إذن * 1 ونا وبالتالي : دي أو 2 
511 


الدرس السادس 


بما ان حدود المتتالية سالبة فإن + 2 - ونا مرقوض و كُ-دينا مقبول 


5 5 6 1 0 
نعوض :0 في المساواة : 2 - وناج ونا + ينا تف 2 - وناج رلا 


ناولا 
إذن ١‏ 241 5 5 
لحت 10010 
277 
18 0- : 2120 
ف-[نهم)ن| ٠‏ عم دمن 
(1)تكافئن, 81 / 002 تكافئ . ل 27 
- ولا "نا + -د ول 
9 4-0+,601+ 1 ا8 
034 م 
3 + إلا دوا 


(4-0......)1 +60 +81 
ليكن 'ك مميز لمعدلة (1) ؛ 3576 900-324 -(81()4)-30(2) - 4ك 


1 د 0 هت 5 
وبماأن (, نا) متزايدة تماما فإن ٠‏ 7 - /) مرفوض و >ج-- رلا مقبول 


تعوض إلا في اللساواة : و2 - نا - ونا نجدك : 101000 : 


27 
ب كتابة ونا بدلالة م 
2 
لدينا : لاو ينا ومثه ١‏ يو موقع 
ى يبب ...1 7 الدراسة العزائيي 
“5 


تطبيق 089 : 8# التتالية هندسية - اتجاه تغير متتالية - حساب النهايات افيه 


0006 


57 


(1 


لتكن الدالة /. العرقة ب: 1+1 د(ء)/ ومنه فإن ١‏ (,,0) ثرح يرن 
نرسم في معلم متعامد ومتجانس | أ , 0.7 ) بيان الدالة /روليكن (4) وذرسم ايضا 


وليكن (1) المستقيم ذواالمعادلة + -بر نعلم ا على محور الفواصل 

- نرسم مستقيم /)1-* يقطع ( 0) في نقطة 4 ترتيبها إلا 

- نرسم من 4 مستقيم يوازي ( ' + ) يقطع : (4) في نقطة |8 

حيث ترتيبها هو إلا وفاصلتها إلا 

المسقط العمودي ل: 8 على محور الفواصل هي النقطة ذات القاصلة إن 

النقطة 4 هي نقطة تقاطع الستقيم المرسوم من النقطة ( 0, ,') و اللوازي ل: ( “بر بر )و 
اللستقيم (4) فاصلتها ,00 

- نرسم من 4 مستقيم يوازي محور الفواصل يقطغ ( 8 ) في يل ؛ فاصلتها 82 هي دنا 
وترتيبها هو جلا 

السقط العمودي ل :8 على محور الفواصل هي النقطة ذات الفاصلة 07 

وهكذا نواصل وضع الأعداد ج/) ٠‏ .... على مستقيم العددي 

نلاحظ من الشكل أن للتتالية (, /)) تتناقص وتتقارب من القيمة + 


إثبات ان ”1 هننسية 


(, /1) هندسية إذا وفقط إذا وجد عدد حقيقي ب حيث: ن< را - ربرلآ 
+- بولا - 7 
!+( 
.)4 
دا رز 


حم 


ومنه (, ”1) متتالية هندسية اساسها 
- ددن وحدها الأول 0 حيث : + - وا 


إذن احرة الأستاذ تزداد وشق متتالية هندسية أساسها + 1,05 -< ب وحدها الأول 
1500021 - 

الحد العام لهذه المتتالية هو ٠‏ '( 1,05) وناع ,( 

(لبط)'( 15000:)1,05- رونا 

أجرة الأستاذ ضعف ما هي علبه تعن + 2000 - ,/] 

]2 - ,نا يكافئ ؛ '(1,05) 2000-11 بالقسمة على ملا نجد؛ ”(1,05)-2 
ومنه؛ 15-م (لان . 1979 -*(1,05) ) . 


الس ات لل سح 


2 
3( [ 1 )عط "وع«ود را 


1 ١ 
ج-ولا- ما متك : ج+1-منا‎ 


4) تغيرات المتتالية (, '1) 
ا دريس" ل 
من اجل كل عدد طبيعي + : 1,,)0- رير1 ومنه المتتالية (, “1) متناقصة تماما 


بماان : (, “1) متناقصة فإن : التتالية ذات الحد العام 4 +1 ) متناقصة وبالتالي 
التتالية (, /)) متناقصة 


تطبيئ . © : لا ساس اديه مده ات تالة حمابية وشندمية 5-0 


الحل : 


/ 000 


0-0 نور 5 (, /1) هندسية إذا وققط إذا وجد عدد حقيقي ” بحيث ١‏ ,ما ح بآ 
وهنه نستنتج ان ا من" وي برت 20 ح بيو 
حو ان منته (, 7) متتالية شندسية اساسها 2 -: وحدها الأول -١‏ 2 - لا 


5 (, م) حسابية إذا وفقطإذا وجد عدد حقيقي :, بحيث + :+ +1[ - ربم!! 
3 +11 - 3 + (4 -مة) - 4 -(1 م3 - اا 
منه : (, ”1) متتالية حسابية أساسها : 3- :, وحدها الأول 4-- ١/0‏ 


2 ت حساب إى و وى 
+ 5 هو مجموع (1+:) فور انوك كك هننسية ده الي 2 و أساسها 


]1 ومنه ؛ صحاءرنر- رو وبالتعويض نجد : 
1 


نفرض أن ,,'') هي اجرة الأستاذ سنة ( +2004 ) 
فيكون: ونا يساوي 21 15000 و :)ا هي اجرة الأستاذ سنة ( 1+ +2004 ) 
و1,05]0- ونا( 1+0,05) - رلآ 0,05 + ونا رررلا 


71 
22-2( )هه - 2 2 


+ .5 هو مجموع (1+) حد الأولى من حدود متتالية حسابية حدها الأول 175 واساسها 


جم 


7 


315 


ومنه. (,/0+1) [224)-,5 بالتعويض تجد 


(مدجع )ليك -(4-مة +4 )4ه رو 


3) حساب المجموع و3 : لاحظ أن + +١1,‏ ,درل 
ولأ... + رلا + ولاك وى 
( ,الجر! )...د ( لج )جز الج( )- 

يك + رك (رلل... + /اجو11) +( لا.. جاع ن1) - 


(مقبة) زلخه)و مو 


“ الحل : 


)١ )1‏ من أجل كل عددين طبيحيين 7 وم 


)1( 00 «زم -: )+ مناءرنآ بوضع؛: 7-+1 و9 5 -م ف للساواة (1) 


نجد + 27 + ولاح لآ ومنه : 0-2 
ب) عدد حدود المجموع 5 هوء 1-101+(105-5) 
إذن : ( يناجو ) هام 

"7 :100+ ولا > وورلا 
23+100*5-3 - وورلا 


إذن : 27573 - 5«»546ي50 +( 523 +23) 141 -ى 


2) عددٍ حدود المجموع '؟ هو, --- 
(3-1او) وود( اق )4 3 
سروس سد 


2 جاءروور فيرو -5 


ه. (9)-* (4)* (3) (9)-5 


منه نستنتج ان ,5 هو مجموع 10 حدود متتالية هندسية أساسها 4 وحدها الأول : 


ا 


-8 


ه جا ...- [)- [4)- [4)-.؟ 


5 يشمل 20 حدا الأولى من حدود مثثالية هندسية حدها الأول [4-)- 


1 - 
5-5-2 


01 (1-م) اناد رلا بتعويض قيمة 7 في عبارة الحد العام نجد ؛: 115 ,لا - جرلا 
ومنهك : 5- ورلا إئا 
2 -33-31-(3-)»31-11-ح را 


4- -(29-)6 -((31-)+6)2 -(ورن + رر) شا واف ديق 


9 0- ح ورلا م + ونا + لآ 1 6دعدم 1 0 -م 
(270...1-د(ورنة+ )ا بالفيسيقة ف :2200-20 وبر بن 
لدينا - (2)..-100-11+9 بطرح 2 من 1 نجد .. 0-,/21 
ومنه .: 20لآ 


إذن : 6+م 6 -(1-م) 6-- «(1-) + لاء رلا 


نز 5- ,ل +....داناءد ىق و7- ع 02728 
5 - (رنا + ول - ,5 ومنه : (810..../1-(72+,0]), 
(1(*7...12- ) +رناء 72 
من (2) نجد: 7+-57-72-0 انعوض؛ 0 في (0 تجد: 
721-0-+72-7+7]” بالتبسيط نجد ؛ (151-810-0...)3-+7,2- 


ليكن 4 مميزلمعادلة (6 : 121-(810-[7-)4- 8-0517 
م 40ا-ر ا#اخاككتى لدي اأحاكك 


4- 
ينتمي إلى /اد إذن: دع 


بالتالي ٠:‏ 10-1(27-72-63-9)-72- رلا - 


ب) إخبات ان (,/]) متناقصة ل 
بماان (,/) حدودها موجبة فإن لإثبات أنها متناقصة يكفي إثبات : 77/51 


من اجل كل ١‏ < 7 فإن: 2 <27 ومته : 2 بإضافة 5 إلى طرق التباينة 


ا و 56 
1 دنس 221 بل ى, همك رخن . (,ن) متناقضة 
0000 إذن : (ل) َ 
)١ 2‏ إخبات ان (, /1) متتالية هندسية 
(, ”1 ) هندسية إذا وتفقط إذا وجد عدد حقيقي و بحيث + ,91 - إرم! 
11 1ك 1 ردك ري 
4-5 الك اا 7 شن نر السص كك ١‏ ابذك 
0 ا وري 81 
1 


1 
منه : (, ”7) متتالية هندسية أساسها و وحدها الأول 1ع 1 - ]1 


31 


لي 


8 77 


[[ الدرس السادس 
مم مم م سه سس سس 
ب) بعاان ل - , و 1- !ا فإن الحد العام هو. "ل+) - ,/! 


وبماان ٠‏ 9103| فإن: 0- )11 ومنه للتتالية (, !) متقاربة نحو الصفر . 


3) لديئناء علط - ا ومنه + ,[ »ا ع رن أي:+ [ 4« ,نا 


2 
1ك مر 
[لجم [إجس " 


1 21 1 
يفاكن 1 حصسين 20 20 فد 0-0««اد الها 


عمد ج رر ا وس+ جر 


أي أن المتتالية (, 17) متقاربة نحو الصفر. 
- عه عب 


م من 0 
. 0 
52 


لعزم متتاليات تراجعية - متتالية هندسية اوها 


الحل : 

0 +-( منا+رن) 1 د ينا 
3-[1)4- الاج ونا )+ - ونا 
24-5 ونا + ولا )ل - ونا 


2 (,1) هندسية إذا وفقط إذا وجد عدد حقيقي 4 بحث ؛ ,لان - ”| 
ولا- يبوتلا د بيولا 


«لاج ورا - ,لا- رلا + رولا - ,نا-(ولاجزرول)ك- بيرلا 


7 المتتاليات 
ك3 5-5 20١‏ - 
منه (,1) متتالية هندسية اساسها + - 


11 
وحدها الأول : 1 - ن/-ئ/] - 10 ومنه الحد العام هو : [1)- "وعدم - را 


هه 
تطبيى .9© : لنتالية حسابية وهندسية #عة 


34 متتالية حدها العام هو مجموع لحدي عام 
10 1 


1) ت إثبات أن (,/) متتالية هندسية 
(,)) متتالية هندسية اساسها ” يعني من أجل كل عدد طبيعي « ١‏ ” ,لا - رولا 
من أجل كل عدد طبيعي « + 2< ,نا 2 "21-2 - ربرلا 
منه (,)) عتتالية هندسية اساها 2 -, . وحدها الأول هو, | - 20 - ونا 


ت إخبات ان (,,) متتالية حسابية 

(,) متتثالية حسابية أساها / يعني ان من اجل كل عدد طبيعي : "+ ,! - برا 
من اجل كل عدد طبيعي : 3+ - 3+(7-< )ع 7-(0+1) 3- يبر/ا 

ومنه (,) متتالية حسابية أساسها 3-' وخدها الأول : 7--3<0-7 - نل[ 


03 6 حساب المجموع ,01+ + ولا+وناء وق 
,5 عبارة عن مجموع (7+1) حد الأولى من حدود متتالية هتدسية أساسها 2 وحدها الأول 
21-1 
2-1 
حساب المجموع 3 
عيارة عن مجموع (7+1) حد الأولى من حدود متتالية حسابية أساسها : 7-3 وحدها 
الأول يساوي 7 منه : 


لوفنه + 2"*1-1- 0 


3521 


(4-سة) لكك (7-موبج) ليه زلبون لجشدرد 


إذن. (14-,3)[ ميك )درق 


3 0 حساب المجموع ,5 
(+ملا)+......![( كاجرنا) +( اجون ) - ([7-م ق+"2)+...+(3)+(2-) جز )- بو 
2-1 (4ا+مة) |لجد)- أذ دوق ع (يلآا+ب.. + إلا ع) +(رلا+...ج لج ول)- 


هه 


تطبيئ . © ع تعيين خلاث حدود متتابعة لتتالية هندسية وإزعذ 


ب هند سيا احيكرة مسجم بده 2 


0-0 


0 0 ا 


بماان ,2.5 ثلاث حدود متتابعة من متتالية هندسية فإن . *86-عم 
64 د عزو 4 - دز 4ن 
يم حو 2 / 0 0 


بتعويض قيمة 5 ف المساواة : لفاك 100 


60 عه 
إذن : (...5 يو 


8 2-2 
اد كاد كاد 
و11 ا 02 0 ك4 
ع ا يكافئ : ا يكافن ١‏ و نري 
9 8 16 4 1 
71 
5 16 , 
يكاشئ : يكافئ : 
و “6+ ةا 511 
25 
16-0+م10-نن 


-25-0()06(-9 

8 شخة دوه د تحةديه 

6 الحالة الأولى ,6 -ه 

إن -2 يكافئ: 15-2-ن مته ( 8,4,2 )-(»,3.ه) 

5 الحالة الثانية يك - © 

ين -4 يكافئْ : و- كلد منك : ) 2008 )د(ء.ة,ه) 
0ك 


تطبيى . © لبد حيناب بزناء حايوة امه امحاايية اماس الك 


كن [) متالية هندسية حده اول 6 1 وصلف + .حيك : 0( 


5 احسن فليية : ع 1 َم 


“ الحل : 


1) © تعيين الأساس / 
بماأن (1) متتالية هندسية حدها الأول 10 فإن الحد العام لها "<ن! - 70 ومته : 
امرقد كرعر ولك 7 ل ثم 3- | يز 
0- ,ارط يكافئن ؛ 3234-60 يكافئ: 2-20ريبثم 
يكافئ + 20-0-#ربامر 
بوضع ؛ 2, دنر تصبح للعادلة : 2-20-0م-" كما يلي؛: 20-0 -بر+ بر 


4-1-4)11[)-20([- 8١ 


4 فخت مرفوض لان : ,0 ( بز 


ردير يكافئ , 4-ث, ا أو (2--) يكافئ ؛ 2-م 


2 ت تعيين عبارة ,1 بدلالة *” : 
من أجل كل عدد طبيعي « ٠‏ "3»2- "بن - رلا 
تح حساب قيمة المجموع ؛ إيل.... + 1 + ن! - برك 
,5 عبارة عن محموع ؛ ( 7+2) حدا الأولى من حدود متتالية هندسية حدها الأول 10 


وأساسها ” ومته .: 


_* + 
(3)32-1- لكك الى 


3) حساب الجداء . ,,'[»“....* 7[ ادام 
م عيارة عن جداء (اجم) حد الأولى من حدود متتالية هندسية 


. (1جم)» 5 
2 ع3 2س بن 1 د 215+ ابرعر 1 535 


ا سس 


تطبيق . © : غه#خ حساب مجموع مربعات حدود لتتالية هندسية اليه 


الحل : 
[) إثبات ان (,1]) متتالية هندسية 
((,ن) متتالية هندسية أساسها / ) يعني من أاكل عدد طبيعي « + «* ,ناد رن 
من أكل عدد طبيعي «+: ,2/0 - 2-3-3-1 +م 3-مر /21 .1 -(1 + م)3- روات برلا 
ومنه (,]) متتالية هنلسية اساسها 2 -7. وحدها الأول 1-3+4-1-3!- ونا 
2) تعيين ,1 لدلالة 7 
بما ان (,7]) متتالية هندسية أساسها 2 - , وحدها الأول 0-3/] فإن الحد العام 
"32- رونا 
لدينا : 3-1- ,1 -,' يكاطئ + 1+ 3 + رلا - رن[ 
يكافئ 7+1 32"1-3- بل[ 
إذن من أجل كل عدد طبيعي ؛ 1+ 3+ ”3/2 - ,| 


1211111111 


)3 


)4 


ا) حساب المجموع 3 
؟. عبارة عن مجموع (7+1) حدا الأولى من حدود متتالية هندسية منه: 
وحاعوي اك وي و 

( امورو شيرق لجسيرونا -5 
ب) حساب الجموع "35 
ب جا لاح ”ل 
لديتا :0-1 3-,لاء رنا 

100-30-1 ونا 

1 -3:1-,/1- إن 

32-1 .عنما دييا 
١-(1-م)‏ 3- روا برك 1 

1-3-1 - ,] بجمع أطراف المساويات طرقا لطرف نجد ؛ 
(1+.جا+ )-(م+.. +2 جاج0) 3-(ا+ .+ اجون - رنا+... + رنا+ ونا 
(1+..اجا+ +( +...+3)1+2-'5-5 
(1+م)مرة !1 
احم 2 لا جما عة ب( سعو) د (ربرم + ليله روب( ١‏ :*2) 3ن 

2 2 
2 +ستة) 2 ++ ب[ 0تج)] و“ 
(+من 2 طاخ هط ب(:-*2) 
حساب المجموع ”5. 


ا 
| عقرب جشرج1] وراك هام ؤزاج. جغر وناج ؤناء ولا+.. + أنا+ ولا - "5 


0 2 
3 وحدها الأول ١‏ 
١‏ 
ع د 2 
م 1 


2-1 


لم1 


| ا اه 


303 عارين ومسائل 


([© (,/) متتالية معرفة بحدها الأول 1/0-3 وعلاقة تراجعية تعطى ر,,/ا بدلالة ,,/] 
أحسب ,نا , ث] , 5/9 , ونا في كل حالة من الحالات التالية : 
© (2-,ن)) برلا ٠‏ ب) 3-مناكح بولا ٠‏ ج)' 3+,0] 2ل - بولا 
0 2 1 1+|2+ بن ١‏ 
: د وبع - بولا ٠‏ ه) ات ٠‏ ) ١+|2+رنا-|‏ > ربولا 
هه 
9 5 
ب #72 
1 اا 
© (:) متتالية معرهة 272ل-2- ين 
|) أوجد عبارة ,برلا بدلالة ,10 
ب) أحسب الحدود الخمسة الأولى ولا ؛ إلا و ولا . ونلآ, ولآ 
ه جد - 53 
ج) مثل هندسيا هذه الحدود قي معلم متعامد | أر, 0.7 ) حيث :|-١‏ لو ة3-[ز | 
جه 
© ادرساتجاه تغيرالمتتالية ('/)) في كل حالة من الحالات التالية : 


) 3+ ,نا ه ب) 38-5حرناةا. ج) 98 حا اوم 4 11 


م 7 

ٍ 3 أت - 3+1 لاه 8 1+3 2 9 

: ف 1 : ,ل 1 و جو ءن) د 7 د ونا 0 ف لقان 
_- 


© (,:5) متتالية حسابية حدها الأول ولا أساسها ", 
+ عين عبارة الحد العام في كل حالة من الحالات التالية : 


, ) 2عولا و 3-ج: ب) دون و 1/2-مع) 2-ونا و 
جه 


1) لتكن )0 متتالية حسابية 


أوجد الحد الأول 51 و الأساس + في كل حالة من الحالات التالية : 
ا( 2د ونا و 24 - ب+زآ 4 بم 9ح ور 3 2-21 نا 0 


ج( 1د ون و13دون 
لير اا 0 


ورجيييه بح ع« لون جارج نحي علد 


2) اوجدستة اعداد فردية متتابعة علما أن مجموعها 49 ٠‏ 
مه 
(,ن) متتالية حسابية حدها الأول ن') وأساسها « ؛ عين عبارة ,/) في كل حالة من 
الحالات التالية : 

)١‏ 13د ونا ناعدونا 


و 93- يتناج ثلا+هةنا 
2) 12ا-دينا+ نا+ م و 6- 13ج رة[]+ م1 
3( 7ح بل] +ى]] + وآ | 15-- وو ألا 

4( 91 لورلا +ونآدونا و 1- ولا +وينا 

1 


نعطي خمسة أعداد حقيقية ا في به 8 بحيث هذا الترتيب تشكل حدود 
٠‏ الاعداد ه ,5, 7 ,2 بدلالة » والأساس " للمنتالية . 
الم عبرمن ١ ١‏ 1 5 5 
2) عبر عن المجموع عونو بجع +مقمه بدلالة ء : إذا علمت أن هذا المجموع يساوي 30 
و 5 - احسب الحد الخامس لهذه ال متتالية 
لاس هه 


1( احسب مجموع مضاعفات العدد 5 الأقل من 2000 
2) أحسب مجموع مضاعفات 5 المحصورة بين 2000 و 3000 


ضاعفاءت ن 2000 و 5000 
) أحسب مجموع مضاعفات 5 المحصورة بين 2000 و 


1( أحسب عشرة الحدود الأواى من متتالية شندسية حدها الأول 3- وغ وأساسها 2 - 0 
2) أوجد ونا و ” في كل حالة من الحالات التالية 
) 12- ينا و 160 ونا 

1 


10 
ي) كلد وناءدرنا .و +2 ولا+رنا 


3) ن, ,» ثلاث حدود مجديبد يهن فووصب شكل مثيإلية سا3 هبه 
بهذا النزتيب تشكل متتالية هندسية و 710+6-18 احسب + و 8 و©6. 


ادرس تقارب امتتاليات في كل حالة من الحالات التالية . 


1( جد ,نا و يي 
1-م 
3 
ف [2-)+3-,نا : الكدأة 7 


7 الدرس السادس 


06 عين ثلاث أعداد حقيقية غير معدومة 6 , م , © بحيث » , م , ء بهذا الترتيب 
غٍ, تشكل متتالية حسابية و 9-ء +8+م و + 1 


حيبت 


و 0 
١‏ 
لتكن ...(,1]) متتالية هندسية 

1) عين الأعداد الحقيقية : وثار إن ,د بل 

إذا علمت ان : 144 وناءاونا و 42- ول1+ ينآ جرلا 
2) ) ععين بدلالة 7 الحد العام ,لآ 

ب) أحسب المجموع : وونا+.... + ولآ+ ول]- ,8 

ج) أحسب الجداء ؛ وونا*...... “نا »*« ]دم 

_ 


لتكن المتتاليتان (م/]) و (,]) بحيث من أجل كل : /ال ع7 : (5+,31) - رونا 
)')١‏ برهن أنه إذا كانت (,0) متتالية هندسية اساسها +-هان من اجل كل 20 : 
(1-5) 2د مولا 

ب) أاحسب ,نا بدلالة « و نل] ثم ,1 بدلالة « و ونا 


ج) أحسب المجموعين التالبين : 
ونا ...+ رنا + ولاء ري 0 1+ 26 +1+1 د وى 


لتكن (م/) متتالية معرفة كما يلي : 2 -0! و 1-3 ومن اجل كل (١‏ : 
وله روب ا(اجهع)- يب[ ١‏ *[اع و 
ولتكن (,/]) متتالية معرفة من أجل كل عدد طبيعي ” بالعبارة : 1- ببم؟! - ,لا 
1) برهن أن (,]) متتالية هندسية . 
2) أوجد عبارة ,,'] بدلالة « و © 
3) أحسب المجموع ١‏ ,لآ+... + لآ + لا- و5 بدلالة م وه 
4) استنتج هما سبق عبارة ,1 بدلالة / وج 

ل الوه لل اتح 
لتكن المتتالية (,]) معرفة كما يلي : 
8 > ومن أجل كل عدد طبيعي : 1+2 - برا 


1) ماهي قيمة 1 المكنة حتى تكون لمتتالية (,/) ثابتة ؟ 
2) نغرض ان : 3 * 10؛ ولنعتير للتتالية (0) للعرهد ب ه- ,لا -وناء 218 


)١‏ عين قيمة » حتى تكون المتثالية (,/5) هندسية ؟ 


© و واتكحيويي و يوايو بجي بج بحن + 9 دحوي سوحن مو بح هد عاك نوا حا بجر [عم ١‏ ححجا سس نونج وج وجح لايح يديج © جبجوبجي واروهد كد يجحي« حجوه 


ظ 
ظ 
ظ 


مجه حدوديون هم ل 1 كنا عدا ١‏ انيس رات شبح عم هم جحو حيود يجاح خخ وني ونير [ح- يرلتتدة 9ه 1 1 ل توهك 


7 المتتالياث 
ب) اأوجد عبارة ,') بدلالة 7 و ا شم استنتج عبارة ,! بدلالة « و1 1 
ج) أحسب المجاميع / 
باد ديد لاه ادق + الادعت وناج ونا د وق ع ...+ 01 16 


اساسسحسس سس لوي 
لتكن (,') متتالية معرفة كما يلي: 
6 ونا و9-,') ومن اجل كل عدد طبيعي «: ,لا- برلا 2 - يبوثا ٠‏ 
1) أثبت أن (,]) متتالية حسابية 
2) احسب المجموع : ,لا +...... + إنا+ ونا و3 بدلالة , 
3) لتكن المتتالية (,/) للعرفة من أجل كل عدد طبيعي + بالعبارة ٠:‏ “31 - ,/] 
)١‏ برهن أن (,1) متتالية هندسية : ب)أحسب ,'! بدلالة / 
ج) أحسب المجموع : م,! +......+10+1- 3 
]تو 
لتكن ب.,() متتالية حسابية 
!) عين الأساس 7 والحد الأول 10 للمتتالية (/) إذا علمت أن : 
4 - 12+ ]|| +1 و 39-<:1*غ1 
2) عين عبارة ,,! بدلالة 7 
3) عين قيمة العدد الطبيعي 7 بحيث : 65 - ,| +.... + 1+1 
لتكن (,,) متتالية معرفة بحدها الأول 10-3 ومن اجل كل عدد طبيعي 7: 
2-س8 حر1 5د ربركآ 
ولتكن المتتالية (,0)) المعرفة ب 1-:27-,1 -,آ 
))١‏ بينان (,]) متتالية هندسية :. “ب) احسب ,]8 بدلالة , 
ج) استنتج عبارة ,1 بدلالة « 
2). أحسب المجموعين ,ل1+....... + رلاجولا- هق +١‏ ,1+...... + ]1+1 - وى 
عه 
عين ثلاث أعداد حقيفية + *,'/رر بحيث هذا الترتيب نشكل متتالية هشندسية و 
,+ , 2 بهذا الترتيب نشكل متتالية حسابية و »0-ير+ بر+ع: *[77[ع هم 
لسنسننسس © ا_للاشده 
لتكن (/) متتالية معرفة من أجل كل عدد طبيعي , بالعبارة ٠‏ 3-+,,/ © - ربيلآ 
حيث : *[اع ن 
)١‏ عين قيمة > حتى تكون (,7) متثالية حسابية 
2) نفرض أن : ! + ». ولنعتبر للتتالية (,ل)) معرفة ب: -,1- ,رناء 11# 8 
)١‏ عين العلاقة التي تربط بين »> و 7 حتى تكون (,]) متتالية هندسيية 
ب) عين عبارة ,نا و ,1 بدلالة «, », تر 


الدرس السادس 


لتكن (,/) متتالية معرفة بحدها الأول 10 والعلاقة التراجعية , 211,12 ,,/! 
أ) ما هي قيمة 10 الممكنة حتى تكون المتتالية (,/) ثابتة . 

2) نفرض ان : 1*3 . ونعرف التتالية (,ل)) كما يلي : ©+ ,لاع ,نا *8اء ن 
بين أنه توجد قيمة ل: © بحيث: من أجلها تكون (,0]) متتالية هندسية 

ب) أعط عبارة ,1 بدلالة م و « ثم استنتج أن : (,) متتالية متقارية 

ج) أحسب نهاية ,7 لما + جر 


لسلس لبها 
لتكن المتتالية (,) المعرفاة كما يلي ؛ 


ل 5 3 
0-1 و 1-2 ومن أجل كل عدد طبيعي :+ ال رباك - ريما 


ولنعتير المتتالية (,) المعرشفة من أجل كل عدد طبيعي / بالعبارة : ,'1- ببى/! - ,نا 
1) برهن أن ١‏ (,/)) متتالية هندسية 
2) أحسب ,نا بدلالة 7 ثم استنتج عبارة ,”] بدلالة // 


3) عين أصغر عدد طبيعي « بحيث. 3|(107-,,/1| 

لتكن المتتاليتان مون 3 000 

العرفتين كما يلي : *#لء 2 : ( © +31) 2 - وبرلا 

1) برهن أنه إذا كانت (,]) متتالية هندسية اساسها !-”فإنه من اجل كل عدد 


1 
طبيعي «: ( ©-,1)س - يبرا 
2) أحسب ,'] بدلالة # و ولا ثم احسب ,| بدلالة . »م . لا , © 


اس 7 

مه+ + مر 
04( احسب 3 بدلالة 7 و 47 حيث ؛ ولا....+ رلا+ ‏ لا- وى 
ب) أحسب إ3 بدلالة « , ولا , ه حيث. ,"| +..... + لآا+ن]- بإ3 


ب ب ك2 
عين ثلاث أعداد حقيقية غير معدومة © ,5 ,© بحيث ؛ + ,5 ,ه بهذا الترتيب نشكل 
متتالية حسابية و 6 .0 ,© بهذا الزتيب تشكل متتالية هندسية والعدد ( +5 +2) 
قاسم اولي للعدد 1998. 


اس ههه للست 
لتكن *باعر )7 متتالية : شندسية 
ل)اعين: 5 , ! , 15 , و1, ىا بحيث: 4-؛1*[1 و 1-7[+ؤا+ ينا 
2)) احسب ,5 بدلالة « حيث . ,)(ع+د...... + يل[ +[ درق 


ال ا غ0 


ره 


محمد حا 3 | حود لويوب ديع © | يوحن ايوج ان بلودجيد ونه مجه وركح 8 | ل 0 21 لك © احاد جححة ااح حناة اولواحي 


اا تج 


.نا 


ب) أحسب 
٠0‏ جد زر 


الس يتنه يللسسست 
(,/) متثالية عددية معرقة بحدها الأول : 0-3/] وبالعبارة : 7 للة- رونا 
)١‏ ثبت أن (,)) متتالية حسابية يطلب تعيين أساسها | ثم أحسب : رلا , ونا , ولا 
2) اكتب عبارة الحد العام ,/) بدلالة 7 ثم أحسب الحد التاسع عشر 
3) أحسب ورنا.. + إنا+ولاء 3ق 

جه 

(,ن) متتالية معرفة بالعلاقة ؛ 5- 37/: - ,رنا 
1) احسب ونا , إلا .ونا 
ائبت أن (,)) متزايدة تماما على 1 
3) نضع من أجل كل عدد طبيعي + : 11+ ,رلا 10:+1,ثناء ,"ا 
أحسب ٠‏ .ا 
ب) احسب ,,! بدلالة 7 ثم بين أن (,1) متتالية حسابية يطلب تعبّن آساسها 
ج) احسب المجموع : ,,! +....+ 1+ 5[ - ,وى بدلالة 7 
د) هل العدد 115 هو حد من حد ود المتتالية (,,1]) 

الل اس سس 
لتكن (,/) و (,1]) متتاليتان معرفتان على 3 كما يلي. 
1-3 و 3جم6جراد را ٠‏ “38ب رادرن 
1) احسب !1 ,17 ثم استنتج ان (1) لا هي حسابية ولا هي هندسية 
2) بين أن المتتالية (,]) متزايدة تماما على ار 
3) آثبت ان المتتالية (,/]) حسابية ثم عين أساسها وحدها الأول 
4) عين عبارة ,'] ثم ,”1 بدلالة , 
5) أحسب بدلالة العدد الطبيحي « المجموع : ,,,لا+..... + إنا+ ونا - ,3 
ثم عين قيمة 7 حتى تكون : 88-- , 

سس سح رج 


لتكن (:6.(,/) , (/) ثلاث متتاليات معرفة ب. 42- و و «لكقتصا- ريز 


1-1 و لقنم - يمر و وكا رلا 2 ربوا 

2) أحسب : 110 ى 140,30 

2) بين أن () متتالية هندسية يطلب تعيين اساسها 
3)) أكتب ,ا بدلالة م 


ب) أحسب الحد الثالث عشر 
4) أسحسب : ٠ 1 4+ ......: ١١‏ )1 - رك بدلالة م 


الدرس السادس 


1 
5( جين أن ١‏ ,لاي ع برنا- بولا و3 لا ح م1 - ورلا 


ثم استنتح أن (,]) متتالية متناقصة تماما على /: و (,/) متزايدة تماما على /( 

6) باستعمال السؤال 4) و 5) ؛ اوجد عبارة ,ا و ,7 بدلالة , 

7 لتكن (,8) متتالية معرفة كما يلي : ,1 3+,8)1- ,4 اثبت أن (,6) متتالية نابتة 
عب ح تس نأي 

لتكن (,)) متتالية حسابية أساسها 7 وحدها الأول ملا 

1) ين الأساس 9 والحد الأول 07 إذا علمت أن : 


جا جدبجا حدن 


حن مسحو وه 


2- وإنا. و 472- و نا+...... + نا دولا 

2) عين عبارة الحد العام ,نا بدلالة 7, 

3) أحسب المجموع ؛ رورنا + ...+ إلاجولا- 5 
هه 


لتكن (,0]) متتالية معرقة كما يلي : 
وودافل عوع يا شم 


2 ع 
1) أحسب: ونا , إلا , ونا 
2) يبن ان (,)) متتالية متزايدة تماما 
3) أحسب المجموع : ,ل1+.... .+ ,نا +ن!]- ,5 بدلالة 

اللسسللل ههه للد 

لتكن ( ,1) متتالية معرفة كما يلي من أجل كل عدد طبيعي +« ١‏ 2 +, 3- ربرء] 
1) عين قيمة 1 حتى تكون ( ,,1) متتالية ثابتة 
2) نغرضأن 7107-1 ولتكن التتالية ( ,/)) اللعرفة على / كما يلي ,1 - ,م - ,1 
)١‏ اثبت أن( ,:)) متتالية هندسية يطلب حساب حدها الأول م0 واساسها 
: ب)عين ,نا بدلالة م و علا . | 
ًْ ج( احسب المجموع : ,ل]+.... + إنا+ول] ,3 بدلالة م ون ؛ ”ل, 

س اسمس جه دامح 


(يل) فتتاكية معرقة ب 00-3 و لاحك - بوونا 


زم ججحححيد حسمب رجاحبدن © عدوا واو ماه احج 


- 


( أحسب المجموع :+ ولآ+.....ه إن)+وناع- بر بدلالة م 
ب ) هل للتتالية (,5) لها نهاية . 

بس ايه نشت 
و 8 نقطتين من الستوي بحيث : 8-1 را/ 


كل الثلثات ؛,1, ,4. 8 قائمة ف النقطة ,1. ومتقايسة الساقين . كما هو موضح في 
الشكل المجاور . 


2538 | 2 


© سح مخنحبي 


------/ة 


وين موا وجي اديوه بو احج جد حا © جح انيه براوج اوه حي 


وميد جبا» 


اي افيد سيت | 7 ه>”'ششآ”ظ © ع نودت ديه عسويو 


نضع : إجرك ماء > ,رلا و مااظ درا 7 
)١)1‏ احسب ونا , ونا , إناوولآ 
ب) بين ان هذه الحدود لمتتالية هندسية 
2)) أحسب 1 ,75 ,1 ىنا 4 
ب) ) بينان هذه الحدود لتتالية هندسية 
ج) آأين تقع النقطة 4 ثم أحسب ,نا و 1[ 
تح ححا << واد يك 
لتكن ( 60) الدائرة التي مركزها © ونصف قطرها ه15 
- أرسم الدائرة ( 0) مركزها © ونصف قطرها 115 ثم ارسم الدائرة (62©) 


7 
مركزها () ونصف قطرها 15« 8 وهشكذا ننشئ الدوانر الأخرى . 
))١1‏ ثرمزب: ,28 إلى محيط الدائرة ( ,© ) 
بين ان المتتالية (,5) شندسية يطلب تهيينها 
ب) ما هو محيط كل الدوائر المرسومة ( حتى ( ,0) ) 
هل هذا الحيط له نهاية لما ” يؤول إلى (<+) 
2) نرمز ب : ,1 إلى مساحة الدائرة (,©6) 
)١‏ بين أن المتتالية (,1:) هندسية يطلب تعييتها . 
ب) ما هي نهاية مجموع مساحاث الدوائر ( حتى ( ,)) هل هذا المجموع له نهاية ؟ 


٠‏ ل سس جه 
شخص له رأس مال يقدر ب: 12:4 20000 أراد أن يوضع هذا امال في بنك فعرضت عليه 
بنكين لوضع هذا الال 


- البنك الأول : يوضع هذا المال بفائدة ثابتة 5790 في كل سنة من راس المال 
- البنك الثاني : يوضع هذا امال بغاندة 296 لكل سنة 
1 ) ما هو البنك الأفضل لمدة 4 سنوات 
2) في كل حالة أوجد عدد السئين بحيث راس للال يتضاعف 
سح و 
(,0ع) متتالية هندسية حدها الأول 2+ ,لا و 3-<م 
1) أوجد العددين الحقيقيين ,2 و ,4 بحيث لمعادلة 0- ,و ++ ,2 +2 لها حلين هما 
ولاو برلا 


2) نرمز ب ؛ (,,1) إلى المتتالية ذات الحد العام : ا 


- يرهن أن (,1) متتالية شندسية يطلب تعيين حدها الأول وأساسها 


+ 


3777 اك 5 


ظ 
ع 
3 


© | بحن تو اوباج بحن ووابحان مودو جو نابر ويه بدن 


0 © 


جسن اوج مووي وو مد وب دهن 


وى لخد ديد درج و 


جد © “احا ودج ووو مج نون ححو د ابونج ووحيوي 


م500 


لتكن (,نا) متتاليه معرفة كما يلي ؛ ,لا+.,لا- يبرنا من اجل كل اذ2, 
1) نضع: 1>ا) و1درن احسب 21 حد الأولى لهذه المتتالية 


+ 1+ 
0 [كل-)- [ كله+1) 
٠‏ 2) نضع : 20 -ن11 


- أحسب 110 , 715,116 ( يدون الآلة الحاسبة ) 
- أحسب باستعمال الآلة الحاسبة الحد السابع عشر ماذا تستنتج 5 


3) نضع » اسك - يما وليكن كاياو 
1 2 


- أحسب 20 حدا الأولى من التتالية (,/) ثم قارنهم مع العدد 3 ماذا تستنتج فيما 
يخص لمتتالية 7 1 


_- 
48010 مربع طور ضلعه 1 نرسم مربع آخر بحيث رؤوسه منتصفات أضلاع 1872 
وهكذا نرسم المرّبعات الأخرى انظر الشكل . 
نرمزب: ,: إلى مساحة المربع المحصل عليه في المرحلة 7 
1)أحسب 5 ورك وري 


ليلا 
ب) أحسب ,3 بدلالة ,5. ثم احسب ان 
2) احسب ,3 +......+ي5 +3 - ,1 بدلالة ”, 


3( نرمز ب إلى ,4 إلى مساحة الثلثات الناتجة فقي المرحلة , 
)١‏ أحسب |4 و يك ثم اوجد علاقة بين ,4 و ,4ك 


محري اليه مها 
ب) أحسب المجموع ,0 +.... + وك + يف دت,رآا وماذا يمثل : دي 
_-- 


(+4] و (ه] تصفي مستقيمين يصنعان زاوية هندسية حادة قيسها > 

دك نقطة من ( *9] و .را مسقطها العمودي على ( بره] و ,4 مسقط ,8 على ( بيه] 
مسقط 4. على ( 0] وهكذا بقية النقاط 

)١‏ بين ان (مقا ,رام)( هدم ) - ,8 برا 
(وظ بررام)( هدمع ) ت ررر8 يبرا 

2) نتضع ؛ متلا بك - ولا 

)١‏ بين أن ١‏ ©5من 5 - ونا 

ب) عبر عن : برلا بدلالة ,لا 4 كه يل 
ج) ما هي طبيعة المتتالية (,1]) ثم اوجد عبارة ,ا بدلالة م و © 
د) أحسب المجموع ونا+... + نا+وناء رق أحسب؛ ,5 6لا , 


0 


© .الار اع 

نعتبر سلسلة إحصانية ذات متغير كمي ( نمط كمي ) , 1 ) 
الأرباع هي الأعداد التي تقسم السلسلة الإحصائية إلى أربعة أجزاء تحتوي كل منها 
على نفس عدد الحدود أي 2354 من التكرار الكلي 1 


مثال »© ' 
إليك السلسلة الإحصائية التالية : 


)١ )1 ١‏ رتب قيم السلسلة الإحصائية ترتيبا تضاعديا 
7 ب)أحسب الوسيط لهذه السلسلة الإحصائية 
1 ح)أحسب قيمة الوسط الحسابي لهذه السلسلة 
١ )2 '‏ ) أوجد اصغر قيمة للنمظ بحيث على الأقل 2546 من حدود السلسلة 
تملك فيما 
: أصغر منه أو تساويه 
ب) أوحد اضفر قيمة للنمط بحيث على الأقل 72590 من حدود السلسلة 
7 تملك" قيما أصشر منه أو تساويه ؛ ماذا تستنتج ؟ 
3 


سس 0 


الدرس السابع 


“ الحل : 
2-0 10-2 101 7 اا حل 11 11 11 
ب) التكرار الكلي لهذه السلسة هو . 21 - ار 
الوسيط ث1 يقسم التكرار الكلي إلى قسمين بحيث 46 من التكرارات قيم 
أنماطها تكون أصغر أو تساويه 
بماأن : 21- - د فردي فإن الوسيط رتبته لخد ومنه قيمة الوسيط هي 
(3<ص)3) 
ج( الوسط الحسابي للسلسلة المعطاة هو + حيث 
3 0 ! !»6 + »5 +3 »23 01 ود + وه بيد مدان د 2 


2( تسر قود سمح يي ل الاق 6 من حدود السلسلة تملك قيما 
أصغر منه أو 
تساويه هو الحد في السلسلة الإحصائية الرتبة ترتيبا تصاعديا الذي رتبته : 2 
إذا كان ب طبيعي وإذ كان 2 ليس طبيعي فإن رتبته هي العدد الطبيعي 
الذي يلي 3 مياشرة . 
بما أن : 7-21 فإن : 525 أ2 | وبالتالي رتبته أصغر قيمة للنمط هي 6 والتي 
تتمئل في العدد 3 ونرمز إلى هذه القيمة ب : 0 ونكتب ؛: 3- ,0 
ب) أصغر قيمة للنمط بحيث على الأقل 6 من حدود السلسلة تملك قيما 


أصغر من 
حاويه هو فصر اإساسلة الامصادوة بارتية تلرقيها تصاعديا فلخي رعيته 


بذ كان 00 عدد طبيعي وإذا كان 2 ليس عدد طبيعي فإن رتبته 
انعد يي وين 300 مزفئرةز 
بما ان 5- 2 فإن رتبة أصغر قيمة لهذا النمط هي 16 وتتمثل قي العدد 11 
ونرمز إلى هذه القيمة ب: ,0 وتكتب 0,11 
0712م ,33,3 5,5 ,ةي ةق 11 لول لر 11 111 
ُ 0 0 


الأعداد 0 , .11 , :0 هي قيم التي تجزأ السلسلة الإحصائية إلى أجزاء متساوية 
( أربعة أجزاء) 


1.! تعريف : 

- الربعي الأدنى 0 هو أصغر قيمة للنمط بحيث على الأقل 2590 من حدوذ 
السلسلة المرتبة ترتيبا تصاعديا تملك قيما أصغر منه أو تساويه 

- الربعي الأعلى ,© هو أصغر قيمة للنمط بحيث على الأقل 7590 من حدود 
السلسلة المرتبة ترتيبا تصاعديا تملك قيما أصغر منه أو تساويه 


على الأقل /[ 25 
بجي 
7 د 0 ال 2 
على الأقل 3096 
ل سس اا 
على الأقل 7590 


1 تعيين الأرباع في حالة قيم النمط غير موزعة في فنات : 
لتكن 5 سلسلة إحصانية مرتبة ترتيبا تصاعديا و / تكرارها الكلي 
1 0000 

إذا كان + عدد طبيعي فإن الربعي الأدنى 0 هو الحد الذي رتبته كك والربعي 
الأعلى :0 هو الحد الذي رتبته "د 
- إذا كان : 3 عدد ليس طبيعي فإن الربعي الأدنى 0 هو الحد الذي رتبته العدد 
الطبيعي الذي يلي مباشرة العدد ل والربعي الأعلى ,0 هو الحد الذي رتبته العدد 
الطبيعي الدي يلي مباشرة العدد "كد 
مثال © ٠‏ 

ثعتبر السلسلة الإحصائية 6.6..4.2.11:1: 7.7.6 

/ -9 التكرار الكلي لهذه السلسلة هو‎ ٠ 


ت ل ليس طبيعي ومنه رتبة 0 هي 3 وتتمثل في 2 ونكتب 2- 0 
:7 234 ئيس طبيعي ومنة رخبه :8 هي 7 وتتمثل ي 6 وتكتف :0+6 


#« لس سيق 00 


0 


[الدرس السابع 8 


قيمة الربعي الأعلى :0 هي فاصلة نقطة تقاطع المستقيم ذو المعادلة 0,75 2 
اليش التورات السجمعة الصاعدة وتساوىي تقر قرييا: 450 ع ,0 


اسع بر اام ماصع ع عن كايا او لسسع سس جرعي 


21 تعيين الأرباع في حالة قيم النمط موزعة في فنات: 
عندما تكون السلسلة الإحصائية موزعة ف فئات قإن : 
5 ,0 هي القيمة الموافقاة للتواتر المجمع الصاعد المساوي ل؛ 0,25 
م0 لهي القيمه المواققة للتواتر المجمع الصاعد المساوي ل: 0,75 


2) لتكن النقط : (0,1, 1)راء ؛: (026, 2) باه 
(0,46, ق)زء (4,060)راء؛ (087 ,5)اء . 
- ميل المستقيم (,: .) هو: 016 9226-91 
0 هو فاصلة نقطة من [ ياه 4:] ا تيبها 0,25 ومنه: 0,16- 


0,01 
2-0 


0,26--5 
2-9 


منه نجد : 0,16 - 


0 تكافئ ؛: 016-( 016)2-0 
اط 15 


اناس لوس انين لسمنا بد د تكاهئ : 0-2-7 تكافئ : 0-194 


1 فيل ااسكقية (0) هو افك برو 


منحنى التوترات المجمعة 
الصاعدة وتساوي 


تقرييا : 0-19 


012 123 
07 326 تكافئ : (5-0:,()0,27) 0,12 تكافئ : ذكره - 27 - ب0 


7ه 


هو فاصلة نقطة من [ با :1.] التي ترتيبها 0,50 ومته : الاسخصاد 
ٍ 7 0 
1 : 1 23 0 1 0 5 منة تخد : 0.14 ت 2-0 
فاصلة نقطة تقاطع ‏ |0001 0(4 1 ةل ديام 4- 0 كب تكافئ : (4-1/[*014-0) 
ع ا الا 1001413 ياواه الي جلا ا هس 18 له يز 
05+ ر ومتحتي التوكرات ‏ 0-5-2-1 كاد ارد ات احا رام > 14 014 
المجمعة الصاعدة وتساوي ١‏ ل ل ا تكافئ : 4-14 ,)1 كاف ؛ 328-,/1 
تقريبا + 14.32 : 5107 101 ل تر دنا الو ف وا ازور 
- قيمة الربعي الأدنى | | ا اقل رو 7 لمع 21 ---- | | ١١‏ -ملياالستقيم[, #] هو؛ 1-940قظة 27م 
: 3 ا 0 3 اللا 0 1 3 
4 .هي فاصلة تقطة ‏ : ا و ا ) هو فاصلة نقطة من[ باء ليطن و0 
تقاطع المستقيم ذوا  ١‏ 1 0 
المغادلة 0,25 - : 1 0,87-5 1 
003 0 ا 2 0/7 0 مثك تجل : : 20,27 -- َ 


ب 


الدرس السابع 
- الععشر, - ' موفع 


2 تعريف 


شري الأدنى ,2 هوأ 0 8 
لس ريه جين ل 11 + 109 من حدود 
#ج يج يتور بود موري منه أو تساويه . 


- العشري الأعلى ,13 هو هو أصغر قيمة للنمط بحيث على الأقل 6 من حدود 

السلسلة المرتبة ترتيبا تصاعديا تملك قيما أصغر منه أو تساويه . 

كا ملاحظة 

كلما كان مدى السلسلة إحصائية كبيرا والتكرارات كبيرة تقسم 

السلسلة إإي عشرة مجالات جزئية تحتوي كل منهما على 6 من 
التكرارات هذا التقسيم يسمح لنا بالتعرف أكثر دقة على السلسلة . 


والحدود العليا لهذه المجالات تسمى الأعشار 


22 نعيين العشريات في حالة قيم النمط غير موزعة في فئات : 
لتكن 35 ساسلة إحضائية مرتية ترتيبا تصاعديا و تكرارها الكلي 
إذاكان عدد طبيعي فإن العشري الأدنى 2 هو الحد الذي رتبته 1 
والعشري الأعلى ,13 هو الحد الذي رتبته 52 


ات 2 

إذا كان 2ك 000 هو الحد الذي رتبته 
العدد الطبيعي الذي يلي مباشرة العدد -" اميق و هو الحد الذي 
اق جنع اريس افا ل اباط 1 0 


ادا ' 5 
لتكن السلسلة م المبيتتة 5 دع 5 0 


ٍ كه 


عين 10 و ,3/ للسلسلة الإحصائية اللعطاة 


0 


() الاحصاء 


الحل : 
التكراز الكلي للسلسلة الإحصائية اللعطاة هو : 3 
حيث: 3+12+18+13+14+1+5+11-77- ار 
- يوس وا مسد بود و 
18 .قا را 7 1715112 1 7 مدقا 
4 و م 2ل ا 1 ور لوحو 2 
حي اونيك و فيد و كيه اواكك از كيد 
فيك او لي واد و الي و و ا ور جوج 4 و و31 
03 اك كر قا هل الوماخوال الجر جار اقيق قفا 45 كيه اكول كرة ‏ 45 جهن كه 


ا 
2 
2 


45 , 5 

77 22 لك و فنه 2 هو الحد من السلسلة الذي رتبته 8 ويساوي 1,8 و نكتب 
17-8 

دوم 5 ومنه,2 هو الحد الذي رتبته 70 وتساوي 45 و نكتب: 4,5 -ر8 


2 تعيين العشريات في حالة قيم النمط موزعة في فئات : 
عندما تكون السلسلة الإحصائية موزعة في فنات فإن 2 هي القيمة المواققاة 
للتواتر المجمع الصاعد المساوىي ل: 0,1 و ,2 هي القيمة الموافقة للتواتر للجمع 
الصاعد يساوي ل 09 . 

مُرين تدربي ظ 
ظ دبول قح بال زوع نودرت 1000714257 الا 


لسلسلة إحصائية . ْ 
]6 1 1 | 3.4 ا م 110 
014 1016| 010 ع الل 


اريم عنس روات الوه الماك 00 01 1253 من الشكل 
0 2) عين حسابيا ,0 و لا 
ل ا 11 


م 
000 


لسصم مسصم .جاب -. م 


ك الخل : 
)١‏ قيمة 2 هي فاصلة نقطة تقاطع 
المستقيم ذو المعادلة !0 -نر 

ومنحنى التوترات المجمعة الصاعدة 
وتساوي تقرييا : /3-١1‏ 
- قيمة ,13 هي فاصلة نقطة تقاطع 
المستقيم ذو المعادلة ١-0,9‏ ومنحى 
التو كرات المجمعة الصاعدة وتساوي 
تقريبا : 5 ر10 


2) لتكن النقطتين (057. 5))- و(1. 6)راء من 
ميل المستقيم (يك, 4) هو 1 0 
وين ذاه _ 1-087 111 
بو 1 
3 هو فاصلة نقطة من 
القطعة | يك 1 ] 
التي ترتيبها يساوي . 0,9 
لافطا 1 
بها -6 


ومنك ؛: 


ديو فلحل 
6-0 
0 
يكافئ :013 - لظي 
فئ 6-8 
يكافئ: 0 - 013 «زيم -6) 


/2,-524 ٠ يكافئ‎ 


خواص الأرباع 
3. : المجال الربعي : 
المجال الربعي هو المجال | :0 . ,0] : ويسمى العدذ : 


+ جه اه ع عا لا نح سم إن أ لح لأ نات مانا سساهاه 


لتكن السلسلة الإحصائية التالية : 


3 التكرار 


]1 
|6 5 
ثم أحسب قيمة الوسيط. 0 ,02 معينا عند ئدا قيمة الانحراف الربعي 


منحى التوترات المجمعاة الصاعدة 


ع ع مرح يا مسرن سح دمر و 


و او او سا تود الود 3 و عاق تالت روط 4 ال و 1و8 إل 8 
التكرار الكلي لهذه السلسلة هو: 21 -' 

الوسيط ,/1. يمسم التكرار الكلي إلى قسمين بحيث : 6 50 على الأقل من 
التكرارات ؛ قيم أنماطها تكون أصغر أو تساوي ,/1 وعلى الأقل 965 50 من 
التكرارات قيم أنماطها أكبير منة أو تساويةه . 

-يماان 3-21 فإن الوسيظ رتيته : افع ومنه قيمته هي5 وتكتب 1/225 


- بماان 525- ل فإن رتيته 0) هي 6 وقيمته 3 وتكتب : 0-3 


ايع له سا ب 
جاعم حم 2 


12 


.9 
- بماان : 1535 شك قإن رتبة ,0) هي 16 وقيمته ١1‏ ونكتب : 11-:0 


- المجال الربعي هو : [ 11 .3] -[ :© , 0] والاتحراف الربعي : 8- 0-:0 -7 
23 الملخططات بالعلب : 


انخطط بالعلية لسلسلة له إعصلازة عومتططا جع بين الوط ولاريعي الادنى 0 
والربعي الأعلى ,0) يتم إنشاؤه بالكيفية التالية 


0-,9 - / بالانحراف الربعى 


|) 


أ[ الدرس السابع 


- نعلم قيم النمط على محور عمودي ( أو أفقي ) 

- نضع على هذا المحور أدنى وأعلى قيمة للسلسلة والربعي الأدنى والأعلى و الوسيط 
- ونرسم عندئذ مستطيل ( علبة ) موازي للمحور بحيث طوله هو : 0-,0 - / 
وعرضه كيفي. 


1) إذا وضعنا على هذا المحور العشري الأذنى ,2 العشري الأعلى 5 
مووود و ا 0 0 جياه و 


هذا الخطط السهل الإنشاء يسمح لنا بمعايئة التشتت لتوزيع سلسلة . 
إحصائية وكذا المقارنة بين عدة سلاسل إحصائية . 


4 قام مخبر لعلم الأوبئة بإحصاء يومي لعدد الأشخاص المصابين بعدوى 
مرض الزكام قي فصل الشتاء لسنتين 2005 9 2006 من هاتين السلسلتين 


الإحصانيتين استخرجتا المؤثرات المدونة في الجدول التالي: 


١ 1110‏ 0 5 5 12 
( الطرف الأدتى) 


77 |14 0 شتاء 2005 
9 |1516 شتاء 2006 


أرسم مخطط بالعلبة للسلسلتين الإحصائيتين ثم قارن بينهما 


متم 


» الحل : 


مخطط بالعلية لكل سلسلة من لسلسلتين كما هو مبين في الشكل التالي: 


تشتت السلسلتين الإحصانيتين متشابهة ( نفس طول المستطيل ) لكن العلبتين 
متباعدتين : بحيث تلاحظ 6؟ 75 من ايام شتاء 2006 كان فيهما عدد المصابين 
بالزكام أكبر من 7596 من أيام شتاء 2005 , 


3.3 تعيين أرباع سلسلة إحصاتئية مرتبطة بدالة تألفية مع سلسلة 


حصائية أخرى معلوم أرباعها 
مبرهنة 


إ5. شي السلسلة الإحصائية (» , ) وسيطها ,/3 وربعيها 0 و ,0 . 
5 السلسلة الإحصانية  (‏ , ؛) لها نفس تكرار ,5 بحيث من أجل كل 
1-<<مء 85+ننه-رر مع *اززعوم و #الءطة 
وليكن ؛/1. 0 , ,0 على التوالي الوسيط والربعين الأدنى والأعلى لسلسلة ,5 عند 
ثدا لديثا : 
اجيالاه- غ11 ومن اجل 0(: 6+ 0-60 و لاجرية - ب 
3 الإخبات 
نسمي /, الدالة 8+عهجا+ إذا من الفرضية لدينا : ( ,أ - بر 
بما أن : 0( فإن الدالة / متزايدة تماما أي إذا كان بي بأ فإن : 
(مع)/ >“(عار ١‏ 
أي أن برك بر وهذا يعني أن قائمة السلسلة الإحصائية ,5 مرتبة بنفس ترتيب 50 
أي القيمة ,بر مرتبة بنفس ترتيب ,د وعليه |0 و ) :0 و :0 لهما نفس 
الترتيب في السلسلتين إذن: 
+ ,50 - 0 و ؤ + بن - 0 


0 


| “الدرس السابع 


00 تنضيك 0 


سلسلة إحصائية ذات التمط ". وسيطها 7-./ 
والأعلى بن هما: 10.3 على الترثيب , 
فعتبر +5 السلسلة الإحصانية ذات النمط :زر بحيتث .د 


ع بره 9 


حيث لها نفس تكرار السلسلة ,5 . عين '/ :6 للسلملة بد 
“ الخل : 


من المساواة ؛ 2 - 45 - بر نستنتج أن +4 و 5-2 وبماأن: 0 فإن ترتيب 
1 شو نفس ترتيب 3 9 عليه فإن . 2-28-2-6-, 1د إلى 
3-13-2-0-ن4- و ٠‏ 2-40-2-38-يل1 د بن 


والربعين الأدنى ,0 


0 

9 الوسط الحسابى لسلسلة إحصائة 

الوسط الجسابي للقيم 001 التي تكراراتها على الترتيب 0 
حيث ...دي ++ هو العدد الحقيقي المعرف ي: 


م جم الى 3 
ب 5 وراك دي مما اس دوييوم بو فلن 
3 2 0 قر . 5 3 1 


2« ملاحظة 
قِ حالة 
الفئاآت , 


السنسلة الإحصاتية ميوية 3 


0 خاصية 

الوسط الحسابي هو العدد الحشيفي الذي من أحله الدالة : (د- ن) 0 3 تبلغ 
قيمتها الصغرى , 7 

6 الإكبات ؛: 


نتكن الدالة , العرفة على ]ا ب (محواء ؟دزار 


١‏ ا 0006| ادد ودام جد ا( عدت نام د زعام 


---202222--0011011131ذ”ذ 


الاحضاء 


لنعتبر الدالة 7 المعرفة على 2/ ب: “(<-بد) :2( بر 
الدالة /. قابلة للاشتقاق على */ ولدينا من اجل كل 7اع: . 
(د- امه - (ارر 
(<م ونا( ) يوس[ و كد 70 
)م3 م07ع.... + ود و ع4 |3 )جعزي .جود 2-20 
(*-م) اددع اودع مر 2- 


إذن الدالة / تقبل قيمة حدية صغرى من أجل - م 
هه 


٠ ©‏ الوسط الحسابي للانحرافات المطلقة - التبابن والانحراف المعياري 
5 الوسط الحسابي للانحرافات المطلقة 

في هذه الفقرة نريد تعيين قيمة التشتت للجموعة الحدود بد لسلسلة إحصائية 
متمركزة حول < . 

اللساقة |7- :| تسمى الانحراف المطلق وهي تعبر عن المسافة بين بد و7 
الوسط الحسابي للانحرافات الطلقة يعطى بالعلاقة التالية ؛ 


5 
|*- 53 ولج +|- ساد (]-د|مه ++ |#- و |») ل -|+- | د 


2 
يعطينا فكرة جيدة عن تشتت السلسلة لكن تطبيقاته في الإحضاء الرياضي قليلة 


مثال © 
3 أحسب الوسط الحسابي للانحراقات المطلقة للسلسلة الإحصاتية التالية: 


22 1 258 اولوق روضح ر سدوع ١‏ سد 1 
«#١‏ هيه إكته إسنة أوسا سسا 


سس ص 


الدرس السابع 


الحل : 


26م 
2- 8:»035+10:»01+12»004 + 0,28 »6 +015 »240/084 - بد بر ل دج 


ند مد | ورة | لود ]فرع | لبد ته | سود | يزع | سود | ور اهب دامر 
|672- 0+ | 8-672 |5ق,0 +| 6-672 |0,28ج| 4-672 |»د5 01 | 2-672 |0,08 - 
7 |0,04[12-6,72+ 
5 التباين والانحراف المعياري 


تباين سلسلة إحصائية هو العدد الحقيقي ٠“‏ المعرف ب : 

2 مغ 

(2-م هق - [ (عسمعارتب+ يمايم دو ]يل - 
أو أيضا : لدت و الانحراف المعياري لسلسلة إحصائية هو. اده 
ملاحظة 
الل اوح بج ب ا ا 1 
الوسط الحسابي 7 


كلما كانت هذه لقيم منفتة كلها كان © بم . 


مثال © 
قامت لجنة المراقبة التقنية للبناء 76© بتحفية بتحقيق على أثر زلازل بومرداس 
حول البنيات الهدمة فتحصلنا على الجدول التالي الذي يربط بين الساحة 
١‏ وعدد البنيات المهدمة . 


| 70,80] د ,60 ] سد ]40,50] | الساحة 
100 130 ]360 عدد البنيات الهدمة 


عين الوسط الحسابي والانحراف المعياري لهذه السلسلة الإحصائية 


الحل : 

نقوم بتعيين مراكز الفئات بد وشي على التوالي 4ك +51 6 70.0 
؛ 5 .هت + واو 3:71 [زنرزة ري - 

© الوسط الحسابي اا : وز + جز( + ولد + رار 7 

_ 45360+ 55130 -+ 63::90+ 750 

لبر ا د بن 


0 الانحراف المعياري هو 5 حيث : “ال-5 
[ 0ت مابس (تدود) رمخ( وا + (#-ود) ]لدم 


['(5397 -75) 100+ خ( 65-5397 ) 90+ أ( 55-5397) 130+ *[ 5397 -45) 360 لتب مر 


- 7 


1 
1 - 842971412 1204 


إذن ؛ 1113 123,94ن - 5 


| قمنا برصد درحة الحرارة بالدرجات على الساعة 12 سا في ايام شهر 
حوان فتحصلنا على النتائج الدونة في الجدول التالي: 


5 إفرجة معد 2 
:عند الايآ. 


1) احسب الوسط الحسابي و الانحراف المعياري لهذه السلسلة 0 
2) عوض تدوين 20 درحة دونا 5 درجة كيف تصبح قيمة الوسط 
الحسابي والانحراف المعياري باستبدال 25 ب 20 ؛ ماذا تستنتح ؟ 


الحل : . 
1) الوسط الحسابي للسلسلة الإحصائية هو : 7 حيث : 


لج نا( يخ + 716 3+ ج11 ود + 13 ود 4 712 3 +3101 ي ع 
بد + يروج يوم + روم + جور + يور ع4 |74 


5” 


[[الدرس السابع 


ةققطقتصطتنتتققققققنقاقاطاتت ‏ 7 7دإ0ا _< _ سس سس سه 


- الانحراف المعايرة هو : 5 حيث: ال-5 


[(23ة29-2)» + *(23ة2 -7)28 + “(دجة2 - 7)ة + دجو - 426+ (تمهة-5م| ل - 


13 ا 
؛. 9 [1.35ك]م 2 
| سور 2 ١‏ *(40)30-28,23+ 


منه: 1,38- 191 ”ال - ؟ 
2( نسمي ”7 و 5 ل س0 على 
التوالي : 


134 كط وا/ ئ3 و71 3 1:01 ودجي/ وك + رد _ ب 
77 ...“4 ج11 +21 7 


06 2823-5 - 28 ب اعلة_ جروج _ قد كة- دم 


2 الانحراق المعياري "9 : 
1 4 1 1 2 
(23,23 0 + (2823 - 05ج -1واك (7- )د 0 )كك "د ” 
01 -1,909- اقاد 3#دو نك تتووياء- زود 
ا-اقاد 237ق سيم 0 انالك 


إذن : 001-01 - 


نلاحظ أن الانحراف المعياري يتعلق كثيرا بالقيم امتطرفة للسلسلة الإحصانية 
0 خواص مؤخرات التشتت : 


خاصية © , 

لتكن 1. السلسلة الإحصائية (+ , ) ذات الربعين الأدنى و الأعلى © و ,0 على 
الترتيب . 

ا (,« , نن) بحيث من اجل كل : ا<دادم؛ طدودودرر مع 

. 0 

- إذا كان !1 الأنحراف الربعي للسلسلة 4 فإن الانحراف الربعي لسلسلة 8 هو ,1 
يعحعطى ب: 

وأدءرا. 


شا اا ل 


6 الإثبات : 
- بما أن ارده زر و 4(0ه و9 0و 0 الربعين الأدنى و الأعلى للسلسلة !. فإن 
الربعين 0 و ) للسلسلة 8 يعطى ب 00+60 -)0) و :به -:0 

انع ومحبنيه - (ذجيو )-(طجبيه )- )اع / 


!. سلسلة إحصانية ذات التباين ١'‏ إذن : 
ام 3 5 5 ١‏ دي 
07 03 - 7 1" اعد وح يلزن + وى 7( 7 ١‏ 
0 الإخبات 


ليكن ,؟ الاتحراف المعياري للسلسلة الإحصائية ذات القيعم م ف 1<<م ورف 
الاتحراف المعياري لسلسلة الإحصائية ذات القيم ار و 8+ مع » و م عددين 
حقيقين و 0+ ,عند ندا : | إحد3 و3 7 


تا الإثبات : 
ليكن + و 7 المتوسطان الحسابيان للسلسلتين ذات اققيام + و إن على التوالي : 


نعلم أن ؛: 5 اتن - إذن: "( تحبر ا 


(7-)2 د 3 [(3-)8] 10 يسا وك 0 


الإمة --- 


2 الدرس السابع 


ادر بذ 
ومنه: 1 - 1 بجذر طرق المساواة : +/62- .1 نجد ٠‏ +//.[»|- .,1/ْ. أي : 
+5 ]ه دري 
رين تدربي 


في خانوية متوسط معدلات البكالوريا في 2004 هو 5960 2000 
المعياري هو 2,70 
١)إذا‏ زادت معدلات التلاميذث بنسبة م359 في سنة 2005 لب كرسي 


3 للشووت والا تركف لأمياري د البكالوريا الوسنة 2005 


الحل : 


)١‏ إذا كان + هو معدل البكالوريا لسنة 2004 فإن معدل البكالوريا لسنة 2005 هو 


5- ل 
وبالتالي متوسط المعدلات لسنة 5 شو :زر حيث +2-1,05ز و < متوسط المعدل 
لسنة 2004 


38 - 9,60 221,05 1,05 - و 

حساب الاتحراف المعياري 

لديئاء 1,05(21)-17 منه + ,5 |1,05|- ,5 بالتعويض نجد : 

3 -2,70 1,052 - رق 
2) إذا كان + هو معدل البكالوريا لسنة 2004 قإن معدل البكالوريا لسنة 2005 
هو 05 ++ -رر وبالتالي متوسط المعدلات لسنة 2005 هو 7 حيث ؛ 
05-0 +960- 05 + - ته 
0 حساب الانحراف المعياري : 

لدينا : :1 *م- ,]1 لأن : 4-1 وبالتالي : ,5ع ,5 

القارنة + نالاحظ في الحالة الأولى أن التشتت يزداد لأن الانحراف المعياري ازداد . 
أما في الحالة الثانية فالتشتت خابت . 


ا 2 


الاحضاء 


© . تلخيص سلسلةإحصائية بمؤثراتها 


مؤخرات الموقع وا التشتت المدروسة تسمح لنا بتلخيص سلسلة إحصائية بكيفية 
بسيطة 


وإن اختيار هذه المؤثرات يكون حسب الوضعية التي نحن بصدد التعامل معها أي 
حسب الهدف من الدراسة . 


)١‏ تلخيص سلسلة بواسطة الثنائية (الوسيط ٠‏ | - على منحتى التوترات المجمعة الصاعدة معرفة بعض 
بسي 3 الؤشرات ( القيمة التطرفة والربعين ) يسمح لنا 

- هذا الت ن التلخيص سهل وبسيط لكن لا بتعيين النقاط من هذا النحني 

رباك اميسل القيمتين التظطرفتين | - مثلا : إذا كونا تعلم القبم التطرفة والوسيظ 
بالتسبة إلى الوسيط ‏ عندئل تعلم ثلاث نقط من متنحنى التوترات المجمعة 
- الدى مؤثر متنبذب لآنه متعلق بالقيم , 

التطرقة . 


5 اسطة الثنائية هذه الؤخرات تسمح لنا بتعيين خمسة نقط على 
2) تلخيص سلسلة بوا ٍ ١‏ 
( الوسيط . الاتحراف الربعي ) منحنى التوثرات الجمعة الساعدة ومتخطلط العلبة 
هذا النوع من التلخيص دقيق بالنسبة إلى الأول يسمح لنا يمعاينة السلسلة الإحصائية ومقارئة سريعة 
لأنه غير متعلق بالقيم التطرقة للسلسلة 
إحصائية 
3) تلخيص سلسلة بواسطة القيم التطرفة 
والربعين والوسيط 
- هذا النوع من التلخيص يسمح لنا بإنشاء 
مخطط العلب الذي يسمح لنا بمعاينة الثشتت 
لتوزيع سلسلة إحصائية وكذا للقارنة بين عدة 
سلاسل إحصانبة 
- الشبيء السلبي في استعمال هذه المؤثرات شو أن 
معرقتها لا تسمح لنا بحساب مؤثرات تجميع 
عدة سلاسل إحصاثئية 


4) الثنانية ( الوسظ الحسابي ؛ الانحراف 
المحباري ) 
هذا النوع من التلخيص يسمح لنا بقيام حسابات 
عند تجمبع عدة سلاسل إحصانيبة 

0 لي به ب بم بلجا جم 
ومن جهة اخرى المجالات العيئة يواسطة الوسط | 703 ,322 0 ينا 
و الانحراف اللعياري تسمح باخد ذكرة عن توزيع 
التكرار وهي الثئانية الفضلة عند الاحصانين على الأقل 7596 
الس ااا سس تم 
على الآقل 88596 


9 . جميع ساسلتين 

نعتبر السلسلتين الإحصائيتين الأولى تكرارها /: ووسطها الحسابي 7 و إنحرافها 
المعياري رد والثانية تكرارها جد ووسطها الحسابي :” وانحراقها العياري رى 

وليكن « الوسط الحسابي للجموع السلسلتين (إتحاد السلسلتين) و 5 انحراقها المعياري 
!١)أوحجد‏ « بدلالة 7 و رم 

2) أوجد علاقة التي تسمح بحساب *5 بدلالة 57 و 5*2 و ,م ويم 


“ الحل : 
مناه ومنقى 
1( لدينا: ولاج رلا ولا + رار 5 
بما أن تكرار السلسلة الجديدة هو : وار + وار ع ار إن : ال لك ب روم لك - ب« 
2( )1 ( د ووب 0 فق 
2 د د 
بضرب (1) في 0 سكج وبضرب (2) في نب نجد : 
)2 5559 ات روح ل لكر 
3 علق 
( .وت لك رق ب 51ل كير 
بجمع (3) و (4) طرف لطرف نجد : 


)15 52000 ثب« يلك _ مك دز ع لف لد 17 
/ 


س2 مس سس سس سإ سح حدس سس سس 


: 2 الاحصاء 0 


بما أن : )4-1 فإن المساواة (5) تصبح كما يلي : 
وم شك رتو للك نه ا 
رتور جلك ,نري للك #ررر + جر 2-22 2ك ور جلك زر 
و فرق ل قل - جك ينل + لمك ا 


دن 
إذن : د اد سين ود ]+ 5 -1 
ا ا أ د 5 
وو لش برقو ل و 0 ك +« 771 
71 ولا لال _ كسبلار بق ع س0 سردا اسيك 

2 بر 
و را وار ل 2 -|1- جه عر ميل نك [1- 56 

ار ار 


لايد الث . 7 "يله رن ا كد اناكم 
1 1 


"لوم وم) فشك - [ يسم 00 


لأن ؛ (اجرلار دم و 9 والاعلقبس عفر , 


وققر ع جار ار 
ومنهك : 00 7 عخعتبم 2 0/1 


1 : 


ليكن :7 و :5 الوسيط الحسابي والانحراف المعياري للسلسلة الأولى ( الأساتذة ) و 
تكرارها وليكن :: و 52 الوسيط الحسابي والانحراف المعياري للسلسلة 
الثانية و 3 تكرارها 
0 5 رك التي ب 1 جك جل خلتلك ‏ ررم 
فل 


حيث : بد "لون - تكرار الفنات 


للنططا و 340 _ كك اا كيك ونش لح يور 


قو 2-1520 
ا ور 


36 - 53890-51574- مل وقد وج جرد )اد و مز 
١ 5 :‏ كدي +.. نكر ىن أعتضع كم ور 
2ح ثم 4 + جه يودج رد ]سه ينوم دك 07 رآ 


إذن + 481 - 1ل - ,5 342 - 1 أن د رق 
نلاحظ أن قيمة ,5 أكبر من .5 مما يدل على أن السلسلة الأواق أكثر تشتت 


2) ليكن : «: الوسط الحسابي لسلسلة الجديدة ؛ يه + ليك روح وم 


حيث؛: 4-70 و 60-,ل, و (130- يلل + ثنخ - ار 
ودى _ 19887 66560 227170 _ 
: 10 130 130 


ليكن 5 الانحراف المعياري لسلسلة الجديدة لدينا : 
اوه روم) فاكنك ب تع جكب رذى للك 1 32 
11 ل ا ل ل سين 
17,88+3321-9- 


ومنه فإن 5-74 
نلاحظ أن 5 و د35 (5 وبالتالي السلسلة الجديدة هي أكثر تشتت من 


السلسلتين السابقتين. 


ام ال-0 


ْ عين رتبة كل من الربعين الأدنى والأعلى ١.‏ 1 
00 ب) 255 شخصج) ١‏ 0 شخص د) 449 شخصي 


سس وى 


| 2-136 ومنه : 2 عدد طبيعي وبالتالي رتبت الربعي الأدنى © هي 34 


2 للك ومنه فإن رتبة الربعي الأعلى :0 هي 102 
) 255 - ل ومنه 6375 - ل , لك ليس عدد طبيعي وبالتالي رتبة الربعي الأدنى 20 هي 
64 ل ا 192 
ج) 3-70 ومنه 5ب17- كك : لك ليس طبيعيا ومنه رتية ,0 هي 18: 7-525 ومنه 


رتبة )4 هي 53. 
ن) 2-449 منه : قد ومنه رذية 0 هي 113 


2-5 1ك ومنه رتبة 0 هي 337. 


هه 


مص العع سا سي ين ددا 


(5 الدرس السايع 


الحل : 


1) تقوم برتيب هذه السلسلة ترتيبا تصاعديا حسب قيم النمط المللروس فنتحصل على : 
ل قا 1219 8200 و1 23:1 82 4-1322 22097 20:26:22 
تكرار الكلي لهذه السلسلة هو ؛ 16 - // 


3-4 ومنه رتبة /0 هي 4 وبالتالي 9- 0 
2- ل ومنه رتية ِل هي 12 بالثالي: 17-:0 
8 - ب ومنه رتبة الوسيط .11 هي 8 بالتالي 12-./1 


ال 21 7 . 31 .38 , 45 ٠‏ تكرار الكلي لهذه السلسلة هو : 9- / 


ك4 - ب ومنه رتبة الوسيط هي 5 وبالتالي 12-// 
5 - لك ومنه رتبة الربعي الأدنى ,0 هي 3 وبالتالي 7-,© 
و7 لذ ومنه رتبة الربعي الأعلى ,0 هي 7 وبالتالي 31-,0 
3) ,تقوم بترتيب هذه السلسلة ترتيبا تصاعديا حسب قيم النمط للدروس فنتحصل على 
٠ 19 , 16 , 11,9 ,7 ,5 ,1 ,0‏ تكرار الكلي لهذه السلسلة هو , 8 - // 
4 - ب ومنه رتبة الوسيط هي 4 بالتالي 7-./1/ 
2 ومنه رتبة الربعي الأدنى 0 هي 2 وبالتالي 0-1 
6ك ومنه رتبة :0 هي 6 وبالتالي 11- :0 
هه 


تطْبيق - © 1 18# تعيين سلسلة إحصائية علم تكرارها ووسيط والربعين الأدنى والأعلى لفايدة 
100 


ا 


الاحضاء 


الحل : 
1) التكرار الكلي لهذه السلسلة هو , 11-69 1) 
4 - 57 ل ومنه زتبة الوسيظ هي 35 وبالتالي 4 -./1 


روا" : ّّ - 5-5 
5 - 2 د ومنه رتبة 0 هي 18 وبالتالي 0-3 


5 - لك ومنه رتبة :0 هي 52 وبالتالي 0,5 
2 17-13 ومنه السلسلة تشمل 13 حدا 

© 325- ل ومنه رتبة 0) هي4 وبما أن قيمته 4 فإنه تود ثلائة قيم اقل أو تساوي 
4 ننختار على سبيل امثال الأعداد 4 ,3 , ١‏ 
 - 6,5 5‏ ومنه رتبة الوسيط 1 هي 7 وقيمته 8 وعليه فإنه توجد 6 حدود أصغر أو 
تساويه نختار على سبيل المثال 8 ,7 لأننا عيئا منها 4 حدود 
- كفن ومنه رتبة :0 هي 10 وقيمته 10 
إذن توجد 9 حدود اقل اوتساوي :0 نختار على سبيل الثال 10 ,9 لأننا عينا منهما 7 
حدود ولإتمام حدود هذه السلسلة نضيف لها على الأكثر 2596 من التكرار الكلي أي 3 
حدود قيمها كبر او تساوي ,0 ٠‏ نختار على سبيل الثال 10 ,11, 15 وعليه فالسلسلة 
شتاو هي 13 191011 10 لق قا 404 3 

لسال ابه 


. لتكن السلسلة حصائية المعرفة بالجدوا 


: تطبيق © : :18# حساب الوسيط والريعين الأدنى والأعلى من منجتى التوثرات المجمعة |وتجية 


» الحل : 


1) التكرار الكلي لهذه السلسلة هو . 72-60 التواتر معطى بالعلاقة ؛ ا 
سيب ب سسسب 11 


6 0 هي قاصلة نقطة تقاطع متحتي التوترات المجمعة الصاعدة واللستقيم ذوا المعادلة : 
5 ح- نر والقيمة التقريبية ل: ,0 هي 3 < ,0 

0 +11 هي فاصلة نقطة تقاطع منحى التوترات المجمعة الصاعدة والستقيم ذو العادلة 
5 - نر و القبمة التقريبية ل: 11 هي ١‏ ك.د :« ,11 

8 ,0 هي فاصلة نقطة تقاظع متحى التوترات المجمعة الصاعدة والستقيم ذو العادلة 

0/5 نونحس 0ف" فا 


0 
5 322 
1 


4 


0 ا له 


1 2 71 0 1 


ج) 2 تعيين قيمة 0) : 
قحي اسل اباي من لقملبة [44] 


الاحصاء 


8 وم مرتبطين خطيا هذا معناد ان : 0 -( ,0 -0,25*)4-(2)0,13 
بعد التبسيط العبارة السابقة نجد 296 - ,0 
تعيين ,11 + ,14 فاصلة نقطة من القطعة [©8] 


الشعاعان 80 و © يل أ مرتبطين خطيا ولدينا؛ [وٍ0) 80 “باع 


بماان 80 و يك مرتبطان خطيا فإنه ينتج : (,/6-1) 035 -(2)0,23 ومنه ؛ 


6-0 -ى11ة إذن ؛ قكيه ,اا 


تعيين ,0 بنفس الكيفية السابقة نجد ان + 782 - ,0 
لسلس سس ههه 


|0120 |1560 | 18 ...الوا 
ا حيبي 
لكك كت 803 11 اك 


5 ,2 هي فاصلة نقطة تقاطع منحى التوثرات المجمعة مع الستقيم ذو المعادلة .0 - بر 
سسسنيهة 


2205 هي فاصلة نقطة تقاطع متحى التواترت 
بحسب 9 حبر والقيمة التقريبية لها هي ك5 - ر(1 


واالاصملةالنقطة باد ٠‏ 4 


[مسا * )له 


لت وج 5 


1 
البجمع ابد كد 
: 2 0 1 


» الحل : 

[1) قيمة الوسيط هي : 12-غ.// 

2) النسبة المئوية لحدود السلسلة التي تملك قيما أصغر من أو يساوي 14 
هي ؛ 9096 لأن : 14 - ري 


3) الانحراق الربعي هو طول مستطيل العلبة ويساوي ؛ ,0 - ,0 
0-13-8-5-,0 -1 


4) النسبة المثوية لحدود السلسلة 2 الال 1 


ببسب ب بوب هب هب هب ب ب جب ب يبد 
التي تملك قيما محصورة بين ا 01 4 6 
7 14 هي نسبة الحدود 
الملحصورة بين إل و ول وهي ء : 8096 ['80 -*10-:90 
ل ووو سنت 


1211 اا 000 8 9 


الشعاعان 2 و3 2 مرتبيطين خطيا ومنه ينتج 0,1 - 0,14 * ,10 إذن 0,7 - ,10 
: م أ5-يظط 
ت 1 هي فاصلة النقطة 4 [وين |60 ١‏ 200 


© و 0© مرتبطين خطيا ومنه ينتج : 009 -(019)( 5- ,8 ) ومنه 5,47 - ,8 
_# سس لي لل ادم 


الدرس السابع 


2) المعلومة " نضف القيم المقاسة اصغر من 7/ع بر42 "صحيحة لأن : 4,2 ,11 و 
06 من الحدود تملك قيما أصغر أو يساوي الوسيط 
٠‏ للعلومة " 8096 من القيم المقاسة محصورة بين 1,10 و 9,6 ميكرو غرام على ”م ” 
صحيحة لأن : 1,| - ,7 و 9,6- :1 ونسبة الحدود التي فيمتها محصورة بين ,2 و ب 
هي : '80 - :10- "90 
- المعلومة " أكثر من 1090 من القيم المقاسة تفوق "م /جبر0! " خاطئة لأن : 9,6 - و2 
ونسبة الحدود التي قيمها أكبر من 9,6 هي اقل من 1096 . 

لس شه -ت 


تطبيق . © ع سف وس تين ا ع ا اوعد 


[) الوسط الحسابي لهذه السلسلة هو : 29 عفنا مر 
الانحراف المعياري لهذه السلسلة هو 5 حيث . ”7 - 572 
ا 
81-6-(81+64 +1000 - *- رت بور 8 1 - 1- 52 منه : 081 - 066/ - 8 
ادر 


ي 5-4و 6ر1 


0 


م" 
2 0-07 1 فك : - -- م : 2 
ولدينا . “سد 1 5 ومنه : 26-16-10 - 52 ابي ثم 


فنه 2316 10ل دع 
بببسسب يح #2 ب سيت 


تطبيق . ©: يبر بسي دصي ويه حا اد 0 لجع 


التوسط الحسابي لهذه السلسلة هو 7 حيث ؛ - 
حيث ؛ ,د تمثل مراكز الفئنات و 1 < 1 < 7 
(8»45+12:»55+565 + 25»35 +25 »25 +5415 +5410) لدع 


100 
املد 


5 0- - (625+875+360+660+325 +225 +50) سكج 


3 الانحراف المعياري هو 5 حيث : 
#و تر روج + قد رمج دو ل تك ودين 
ب مضه سنس ا | 


52-0 (-)31,20(: -1235-973,44 - 6151 


[]) الدرس السابع 
إذن ٠‏ 26156 -52 وبالتالي 1617- 26156/ -85 


3) على المدرج التكراري للسلسلة السابقة: الستقيمات التي معادلتها ,0 -< و.ل/١ا‏ - 8 
تقسم المساحة الكلية إلى أربعة أحجزاء متساوية 
- على المدرج التكراري مساحة كل مستطيل متناسية مع تكرار ( التوائر) الفئة الوافقة 
- في داخل كل فئة ] ,بره , :6] التوزيع يكون منتظم » اللستقيم ذو المعادلة © - :د مع 
],, , ,ه ]ع © يقسم الستطيل الموافق له إلى مستطيلين مساحة كل منهما متناسبة مع 
التكرارات للوجودة في كل مجال ] بينه , ©]: ]© , :©] 
إذن مساحة المدرج الموجود على يسار المستقيم ذو المعادلة 0 - تمئل 2590 من التكرارات 
9 لس له ل م سس 


بين . 59 6 عير ل 1 و الوسبط والربعين الأدنى والأعلى الؤجية 


0 00 
0 01 0 
بلية ل 140 تدخل 


+.... + و وور+ 4 
01( ار 
مراكز الفنات و 7 تكرارها و “د التكرار الكلي 
6130-0 +29«290+12110 +210+18«30+3250+4070 _ 
140 


إلها 


- الانحراف المعياري 5.: لدينا. صرت دتو 


صقن 
2 -[1502 م 1302عدة + 102 21+ مويدو2 + 02 تعدو + 32»507+ عدوا 02م سك - وا 


ل سس 7سا 


7 - '([7014)- 568857 - “( 7014) -(796400) ل - 
2) فنه : 2808 - 78857/ -5 


2808-6 2-7014 
2- 28,08 +7014 د ى + جز 
إذن ؛ [ 98,22 42,067 ]-[ 5+ ,.-5] 


هي نقطة تقاطع 
المستقيم ذو المعادلة 
7-5 - بد ومنحنضى ' 
التواتر المجمع الصاعد . :: - ات 

ترتيب 4 هي اال 0 111 3 0 
وقاصلتها 42,06: 40 م 1 

النقطة 4 تنتمي إإلى 
القطعة [ ,4 4 ] 


1 +2 
1 ب 


ظ 


شم - 


| 


الدرس السابع 
٠.‏ وه الدرس الشابيع ا ااا سس سس سس سيت 


03-60-60 . 070 
2 شه 5-9 ةله 
206 


-06 42 ١ه‏ 4ه 
مم رو مم 14 

بماان: .4 مرتبط خطيا مع 44 فإن : 

0,226 -([ 0,134 - )20 منه 20,154 زر 
- بنفس الكيفية نجدءترتيب النقطة 8 التي شي نقطة تقاطع المستقيم ذو المعادلة 
+2 - + مع منحى التواتر المجمعة الصاعدة وبعد الحساب نجد 2 -ح- رن 

- النسبة الئوية لعدد التداخلات التي مدتها تنتمي إلى المجال : [ 5+ , 7-5] هي : 
6 ( 6896 تعبر عن النسبة المئوية للعدد و( - ير ) 
2ه 


ا 0 -1 - 
لدينا وو ال وبوضع : 22 و ع نجد +43 - إن[ 
ومتك ؛ ++ 4ح :زر حيث : هو الوسط الحسابي لسلسلة ذات المتغير ,نل 


)1 


1 ك3 


- الانحراف المعياري للسلسلة ذا المتخير ,نر هو : .رد العزف ب كط - ,5 |ه|د بى 


الاحصاء 


2) من السؤال الأول نضع , +2 - بد بحيث: 3-9 و 3-,5 


لتبحث عن صورة 12 -,< و 15- ,2 بواسطة السلسلتين : /د .و 2 على الترتيب 

3 و12 تحة-بر / 1 ادا 1ه 001 0 

2 4 4 5 3 3 

بما ان + +2 - د فإئنا نستئتج أن التلميذين لهما نفس الستوى . 

السلسلة ذات للتغير :ر تسمح لنا بمقارنة سلاسل ذات متغيرات غير معبر عنها بنفس الوحدة 


]و 


الوسط 


4 


» الحل : 
2ا 
1) ليكن 35 و 5 الوسط الحسابي والانحراف المعياري لهذه السلسلة : ,د ,2:0 ب - 7 
12١‏ 
2 -( 1 -- ( دن ورسج....+ )لط - 
- الانحراف المعياري : دورق 1 - دي 
'(4482)- 41 - 0 1 د ورا + ...... + كبر ل- 


“"“##تالتتتكة+118 ال-0 


2 الدرس السابع 


ااا 1 ا سسسسيششسسسيييسيييت 


7 2016,21-200882 ع 


الوسط الحسابي للسلسلة الثانية حيث؛ بد -3 


ومنه نج 8 - 737/. - 5 4 345 


2 


1 | 9 12 - -2114 »سد - (23145 +كة »138+ “95 + 2,5 +341 
2) ليكن تز ورد الوسط الحسابي والانحراف امعياري لهذه السلسلة برو و ددر 9 2 2 
ذا 


ليكن محم 92-2 
2 
6/ “وي 
4,41 - 51,86-37,45 - (6/6)- -178925»« سلب - 
ومنه: 14.41-379/, < '3 
عند تبويب سلسلة في فئات لها نفس الطول : المتوسط يسهل حسابه لأننا غوضنا معطياة 


السلسلة بمركز قنات لكن لا يحدث نفس الشيء فقن حساب الانحراف العياري اين الأخطاء 
تتدخل يمربعاتها . 7 


5 


كهده -(18349) سلج - [درديه +. جور يه+ زد مايه - 
٠‏ الانحراف العياري ؛* ‏ #ز- إثر »!5 لبد ,53 
3 - 210918-2104,05 - '(4587)-(843674) ب 


فته : 6 - 3 اركل. - رى 
بما أن الانحراف العياري للسلسلة الئانية أقل من الانحراف المعياري للسلسلة الأولى قإن 
السلسلة الثائية أقل تشتت من الأولى - 


533 يمكن استعمال هذه الساوة | 5ك + 2-5و ) لحساب '5: حيث 4 طول الفئة . 


تطبيقٌ . 610 ١‏ غ898ة مقارنة مؤئرات سلسلة ليست مبوبة مع مؤثرات نفس لسلسلة مبوبة لوشئات إلئجة تبن 
لتكن السلسلة الإحصائية التالية  :‏ © ش ْ 

3 1ل مللعا 

دقان اح قن اع ينان ا لنا ينا 1 0 : 

1) أحسب الوسظ الحسابي والانحراف العياري لهذه السلسلة 0 

2) بوب هذه السلملة قي 5 فنات ذات نفس الطول ثم احسب التوسط . 

الحسابي والانحراف المعياري لهذه السلسلة ماذا تستئتح ٠‏ 1 


2310 3 5 
01 * الوسط الحسابي هو حيث: 7,44 - 245 - ,و8 


الاتحراف المعياري هو ؟: حيث : لاسرا 


و38 - :[44,) -(22302)-ك ك2 
ومنه : 3,04 - 9,289/ - 3 


3 [[كالدرس السابع 


هه ومو سب جدحواليجي © حوبي مج © 00-3 ا 00 © مرحو عدور © 


ند ع وا ا «الراحيج نه حى الج اال اللاي 


و3 ارين و مسائل 


في كل حالة من الحالات التالية نعطى تكرار عينة من مجتمع إحصائي بحيث هذه 
العينة مرتبة ترتيبا تصاعديا حسب قيم النمط المدروس 
1) عبن الرتب الموافقة للربعين الأعلى والأدنى والعشرين الأدنى والأعلى وكذا الوسيط 


)١‏ 121 شخص 77 شخَض ج) 101 شخص 
د) 999 شخض ه) 2005 
ههه 


عين الوسيظ ء الزبعين الأدنى والأعلى و الوسط الحسابي للسلاسل الإحصانية التالية 
ا 7971 0ص كلءاق, 42, 6,101 7اما 

20103 , 21,17 , 2137953123610 .3 كا 100:12 

11768 16152 لقبراة, 42 ,45ب 14,1851 11 

هه 


عين الوسيط ,/1 والربعين الأدنى والأعلى والعشرين الأدنى والأعلى للسلسلة الإحصائية 

( بد .) العرفة في الجدول التألي ؛ 

للب بج ب متا 
ل ع و 

1) عين سلسلة إحصائية تكرارها 25 بحيث : 025 :311ئ4قء 09215 


2( عين سلسلة الإحصائية تكرارها 20 بحيث : 2-1 ومداها 6]عه وانحراقها 
الربعي يساوي 6 . 


<> 
لتكن سلسلة إحصائية المعرفة بالجدول التالي 


]18.21] |]15,18] |]12.15] |] 9.12 6] غنات أ 
1 11 13 19 8 15 0 التعرير 7 | 


1( أرسم متحني التوترات المجمعة الصاعدة ثم عبن على نفس الشكل كل من 0: 
,14 : 2 محددا القيمة التقريبية لكل منها 
2) عين حسابيا قيمة كل من 0 : ,11 ١‏ :0 


مود جو ناح وي جاجوده ‏ الاح 0" واج اليج يحو عوج حاحب عا اح سد جح مج و « بين و0 
١ ©‏ الامج ا © 
5 9 


5 © 


ع 
سس 


١! ألقيت زهرة نرد غير مزيفة مرقمة من 1 إلى 6 ألف مرة في الهواء ورقبنا الزقم الذي‎ )١ 
يظهر على الوحه العلوي فكائت النتائج التالية:‎ 


109 اق حي إلافنا. غول للا 1١1‏ إف | | 
211 ل 1 
)١‏ أرسم متحنى التوترات المجمعة الصاعدة 
ب) احسب قيمة كل من |0 , .1 , :0 , 2 , 12 لهذه السلسلة ثم أرسم مخطط 
بالعلبة لهذه السلسلة . 
2) القى شخص آخر زشرة نرد ألف مر في الهواء ورقبئا الرقم الذي يطهر على الوجه 
العلوي فكانت النتائج التالية :+ 


ا ا ا 217 ا . 1 [الوجه 
2 2 ا 220 


1) ارسم منحنى التوترات المجمعة الصاعدة 
2) أحسب قيمة © , ,3/1 , ,0) ثم أتشئ اللخطط بالعلبة لهذه السلسلة 
3) قارن بين السلسلتين بواسطة مخطط بالعلبة . 

5 


3 8 ]6 
)١‏ عين على منحني التوترات المجمعة الصاعدة للسلسلة 4 المعلومات المدونة في الجدول 
السابق ثم انشئ المضلع الممكن للتوترات المجمعة الصاعدة لهذه السلسلة 
2) انشئ الخططات بالعلبة للسلاسل الثلاثة ثم قارن بيئها - 
لاس يي سم اح 
نعتبر سلسلة العلامات ( من 0 إلى 20 ) مؤثراتها مدونة كتالي : 


الطرف الأعلى | ,() | الوسيط | الوسطالحسابي | () | الطرف الأدنى 
١ 09‏ دخركر"!) 11953 2252 1] 3 


قام الأستاذ يرفع علامات التلاميذ بنقطة واحدة 


1) ماهي مؤثرات السلسلة الجديدة 
2) لنفس السلسلة الأستاذ قام برقع العلامات ينسبة 1590 حدد مؤثرات السلسلة 
المحصل عليها . 


5 


5 الدرس |اسابع 


00 


ححد ونه تبي ربدي 


وجح ال محا الو تلات > 


كك سس 


13 , 12 , 11 , 5 علامات تلميذ هي على التوالي‎ )١ 

- احسب الوسط الحسابي والانحراف للعياري لهذه السلسلة من العلامات 

2) الانحراف العياري لسلسلة إحصانية هو 2 و التوسظ الحسابي هو 10 ومجموع 
المربعات (2د بود ) هو ؛ 2080. 

- أحسب تكراز هذه السلسلة 


ل لن-سد 

إليك مؤثرات سلسكة احور عمال مؤسسة بالدينار: 

التحرف تعياري |0 | لاسي | ,)1 | © | تطردفت 
سس ا 101 
1) إذا علمت 1 دولار يساوي 80 ديئار فأوجد مؤثرات السلسلة المعطاة بالدولار 

2) لتكن 8 سلسلة إحصانية ذات المتغير ::ر حيث : تج دبر حيث : 7 : 5 هما 
المتوسط الحسابي والانحراف المعياري للسلسلة الأولى ذات التغير , 

عين مؤثرات السلسلة 78 


و 
في مسابقة تحتوي على ثلاث إمتحنات وبعد المداولات قام أستاذ بتسجيل نقاط نتانج 30 
تلميذد في الثلاث إمتحنات . هذه النتائج مدونة في الجدول التالي؛ 


00 
ا 
]5 |3 ]58 :]2|195 |9|9]|سصية | 


)١‏ ارسم المخطط بالعبلة للسلسلة الإحصائية 4. المكونة من النقط المحصل عليها في 
الامتحان 1 . 

2) ارسم الخطط بالعلبة للسلسلة الإحصائية 7 المكونة من النقط المحصل عليها في 
الامتحان 2 

3) قارن بين السلسلتين 4, و 2 

4) أحسب الوسط الحسابي والانحراف المعياري للسلسلة 1 

5)احسب الوسط الحسابي والائحراف المعياري للسلسلة الإحصائية المكونة من النقط 
المحصل عليها في الامتحان 3 . 

6) قارن بين نتائج الامتحان 1 و الامتحان 2 والامتحان 3 

و 


جح يوه دل ياود أن اوكا اريك وا جه نوبي يدير © وود لاجد هه 


الاحضاء 


© في دراسة اجريت حول عينتين كل منهما متكونة من 1150 شخص حيث ؛ العينة 
'. الأولى تشاهد نشرة الأخبار الساعة الواحدة والعيئة الثانية تشاهد نشرة أخبار الساعة 
: الثامنة نريد معرفة أعمار هؤلاء الشاهدين : قتحصلنا على هذه النتائج المدونة في 

الجدول التالي : 


1 ) أحسب الوسط الحسابي والانحراف المعياري للسلسلة الإحصائية المتعلقة بمشاهدي 
النشرة الإخبارية للساعة الثامنة ‏ 
2) أحسب الوسط الحسابي والانحراف المعياري للسلسلة الإحصائية التعلقة بمشاهدي نشر 
الإخبارية للساعة الواحدة . 
: 3) قارن بين نتائح السلسلتين . 

ههه 
9 نعتبر السلسلة الإحصانية الكونة من القيم : بد. ::: ,: <..... .+: وسطها الحسابي 7 
وانحرافها للعياري 3 
ليكن :7 هو عدد قيم السلسلة الإحصائية التي تنتمي إلى المجال [25 +7 ,26 -5] 
1) ماهو عدد قيم السلسلة الإحصائية التي تحقق التباينة التالية ٠‏ 25 (|3- ,| 


2) استنتج ان : “( 25 )( :7 -») 7 )ب 


3) بين عند ئذ أن : درم 


4) أستنتج مما سبق انه على الأقل 7590 من تكرارات السلسلة تأخذ قيما بحيث 
25 -| 


هه 

تعتبر سلسلتين إحصانيتين 4 و 8 

السلسلة 4 تكرارها /د ومتوسط الحسابي :7 انحرافها اللعياري 32 

السلسلة 8 تكرارها /ا. ومتوسطها الحسابي 72 اتحرافها المعياري 3 

نسمي 77 المتوسط الحسايي للسلسلتين 4 و8 متجمعتين و 5 اتحرافها المعياري 
)١‏ ما هي العلاقة التي تربط بين ؛ :7 و 71 و :71 


2 2 2 
2)بينان, [ناتجاه )م أشجك و 


ححا ججح حي لاجد جاو 


٠ 0‏ مصطلحات وتعارش حول الجموعات 

جح المجموعة الجزئية : 

لتكن 2 مجموعة 

نقول عن المجموعة // أنها جزئية من :4 إذا كان كل عناصرها تنتمي الى 2 
ونقول عند ئذا أن 4. محتواة في 8 ونكتب ؛ نا-4 


كا ملإحظة 


جح تقاطع مجموعتين جرئيتين : 
لتكن 4. و 8 مجموعتان جزئيتان من 2+ 

تقاطع المجموعتين 4 و8 نرمز له ب: 108 هو المجموعة الشكلة من عناصر تنتمي 
الى 4. وتنتمي 8 . 

1-2000 أن10ة”““1“كا 


الم د 1 
لتكن !, و 7 مجموعتان جزئيتان من 2 2 
اتحاد المجموعتين 4, و 8 نرمز له ب: 4[8. هو اللجموعة المشكلة من عناصر 
تنتمي إلى المجموعة 4 أو إلى كم 

- متممة مجموعة 

لتكن 1 مجموعة جزنية من 1 

متممة 4 بالنسبة إلى 6 نرمز لها بالرمز 4. هي مجموعة عناصر من 2 التي لا 
تنتمي إلى 4 

ع تجزئة مجموعة 

نسمي كل مجموعة عناصرها أجزاء 7 ١»‏ غير خالية منفصلة مثنى مثتى 
وإتحادها يساوي المجموعة 2 تجزنة ل: ل . 

35 عدد عناصر مجموعة منتهية 

ثرمز ب : (/)7 إلى عدد عناصر المجموعة 4 

- إذا كانت 4. و 8 مجموعتين منتهيتين فإن 7لا4. مجموعة منتهية ولديئا: 
(8للى) م-ر(ه)م جزا)م <ره نام)م و (م)م-(ع) م ع(هام 


1 4681012 تعن [ دحج وكرة ,2 )دم : (10, 0,5!اء6 


الدرس الثامن 


(1112 187 رقى2,3,4,5.6,7 ,0) هلاقم ء [40812 [١‏ 10 ,0]عع40 
(8,10,12 ,46-1022456 :111 وا ,1 ]2ه 0 9 ]ع قلاكق 


2) المجموعات ©, 8, 4 لاا تشكل تجزئة للمجموعة 7 لأنها مجموعات غير منفصلة 
مشنى مثنى واتحادها لا يساوي المجموعة 2 
_ 


© «التحرية العشوائيّة 


7 1) نرمي ف الهواء قطعة نقدية و جهاها : 7 و ”7/ ثلاث مرات متتالية 
ونراقب بعد السقوط الوجه العلوي . 

1 - في الرمية الأولى لدينا نتيجتين ممكنتين هما: 7 أو ”7 وفي الرمية 
الثانية لديئنا نتيجتين ممكنتين أيضا : 7 أو '/ ونفس الشيء بالنسبة الى 


الرمية الثالثة . : 
النتائج المحصل عليها في هذه التجربة نوصفها بالكيفية التالية ( الشجرة 
المتفرعة ) . 


: - مجموعة الإمكانيات المحصل عليها ف هذه 
: التجربة ( رمي ثلاث قطع نقدية ) 32 


ولتكن 2؟ هي ب 


2 

0 “1 لرط) , (صيم رم 0 : 

٠ 0 5 7 8‏ 4 . و54 4و دارا 2 م 
1 ا ا 
ٌُ م 

04 

3 


؟ 2) نسمي / الحادث ظهور مرتين الوجه 


زه 


مم 
: “ الإمكانيات الموافقة لهذا الحادث هي 8 2< 2 
مجموعة جزئية من 42 والعرفة ب : أيهم 

؟ إ(مم,”)(م م م) ممم ) 7 

إذن خطوط ظهور مرتين الوجه 7 هي 3 من 9 

8 ٠ الآن نقوم بإعادة هذه التجربة 200 مرة نتحصل على العينة‎ )3 ٠“ 

.| مقاسها 200 نكرر هذه العملية 3 مرات أخرى في نفس الظروف ء النتائج 
> المحصل عليها مدونة في الجدول التالي : 


ُ - تواتر ظهور الحادثة 4 في العينات الخمسة ( العينة الخامسة مقاسها 800) 
عند لوانتي 


د 24+16+54 _ 2 
0,47 200 7" 
ووه 29خلت نف ير 3 
204 ا ير وك ( مجموع العينات الأربعة ) 


حيث : ,/ تواتر الحادثة 4. معطى ب . 1ت 
و هو عدد ظهور مرتين الوجه 7 و /3 مقاس العينة 
نلاحظ أن كلما كان مقاس العبنة كبيرا جدا كلما كان تواتر الحادثة يقترب 


من بي وكذلك كل حادثة يمكن أرفاقها بعد الذي يمثل تواترها 
2 تعريف 
تقول عن تجربة أنها عشوائية إذا كانت تؤدي إلى نتائج ممكنة ومعلومة ؛ 
60 .و مله لا يمكننا الحسم أي منها سيتحقق وذلك عندما نكرر هذه التجربة في 
نفس الظروق 
- تدسعى مجموعة النتائج للمكنة لتجربة عشوانية بمجموعة الإمكانيات ونرمز لهاب: © . 


ترح ارجا جيرج لصو وموم رس ممحوجن 


ان 7 


تجربة إلقاء حجري نرد مرقمين من 1 إلى 6 وتسجيل الرقم الذي يظهر 
1 على الوجه العلوي هي تجربة عشوانية مجموعة إمكانياتها هي ؛ 


ك0 


“نا 0 5 


1 | النينة 
1 3 شكل لاك عبنت اخرى نفس قاس 00 و نفس روف .. 


7 
1) هناك عدة طرق لمحكاة هذه التجربة العشوائية نختار لك هذه الطريقاة 
رمي زهرة نرد غير مزيف 100 مرة . 
نرفق الوجه ١‏ بالنتيجة كرة حمراء ونرفق الوجه 2 بالنتيجة كرة صفراء 
ونرفق الوحوه 4:3 6:5٠‏ بالنتيجة كرة سوداء ونعُد عدد مرات ظهور الأرقام 
,اه 
- نموذج هذه التجربة : 
حظ ظهور الكرة الحمراء هو + موفع 
حظ ظهور الكرة الصفراء ‏ الدراسة الجزائري 
حظ ظهور كرة سوداء هو 2 سدع وزووروعف 00م بناينانا 
يمكن محكاة هذه التجربة بواسطة جدول 
2) اليك مثال لعينة مقاسها 100 


2-5-7 سد تدم 
070 ومو : رج الوك" وير 


3( الجدول التالي يشير الى تواترات ثلاث عينات لها نفس المقاس 100 


في العينات الأربعة نلاحظ تذبذب في توزيع التواترات 
بتجميع العينات الأربعة نحصل على عينة مقاسها 400 

- حساب تواتر ظهور كرة صغراء : لدينا لت ومنه ,ا -, 

تكرار الكرة الصفراء هو : 1+ + + 

8 -( 0,171:019 +018 +014 ) 100 (كر جر جور + /)اة - ببس يم رن 

بما أن العينة مقاسها 400 فإن التواتر المواقق لظهور كرة صفراء سر 


658: 
70 07 


- بنفس الطريقة نجد تكرار ظهور الكرة الحمراء هو 58 و التواتر اللوافق لها 
هو 0145 


كذلك تكرار ظهور الكرة السوذاء هو 274 والتواتر الموافق لها هو 0,685 

4( نسبة الألوان في الكيس هي 24 1 د 
نلاحظ أن توزيع التوائترات ف العيئة ذات المقناس 400 تقترب من هذه النسب وعليه 
قانون الاحتمال الموافق لهذه التجربة العشوائية ملخص في الجدول التالي : 


كرةسوده 0000 


كرة صغراء كرة حمراء. 
4 1 1 


6 6 ِ64 


ةثداحلامتحا١‎ 0 

لتكن 2 مجموعة النتائج الممكنة لتجرية عشوائية 
1 تعاريف 

- الحادثة 4. هي مجموعة جزنية من © ونكتب ©-/, 


- الحادخة العكسية للحادثة 2 مكونة من النتائج الممكناة لتجربة عشوائية التي لا 
تنتمي الى 4 وترمزب: 7 


([الدرس الثامن 
- الحادخة البسيطة هي حاذثة التي تشتمل إلا على إمكانية وحيدة مثل 
[هما ,| يده 


- المجموعة 42 تسمى بالحادخة الأكيدة و المجموعة # تسمى بالحادثة الستحيلة 


- إذا كان : 1 و 8 حادثتين فإن : 
- الحادثة ( 4. أو ) ونرمز لها ب: 208 محفقة إذا تحققت على الأقل 


واحدة من الحادثتين . 
- الحادثة ( ل و ) ونرمز لها ب: 407 محققة إذا تحققت الحادثتين 4 
و2 معا. 


4- احتمال حادثة 
لتكن © مجموعة النتائج الممكناة لتجربة عشوائية حيث : | ه.... ينه, به | - 2 ؛ 


وليكن م قانون احتمال المعرف على 42 
احتمال الحادخة 4. هو مجموع احتمالات الحوادث البسيطة المحققة ل 4 ونرمز له ب: (4)م 
خواص: 


1)١-(0)م‏ و 0-ر(هام 

2) إذا كانت الحادثتين ا و 8 غير ملائنمتين ( أي م#-8١)4.‏ ) فإن: 

(قام جز4)م -(هراهم) م 

3) إذا كانت 4. و 7 حادثتين كيفيتن فإن : (همم) م -(م) م ج(م) م -(8 نا4) م 
4) إذا كان 7 هي الحادثة العكسية للحادثة ا فإن ١ ١‏ -(©) م -(4) م +(ا) م 


© الإشبات : 
1) [ جد ورد ود 2 ولديناء (0مام -زم 
0 يم + بم > (,:) م +....:....+()م ع() م د(©) م 


2 ب 
لعن . 1- م50 إذن: 1-(©)م 
© [عسريه. به]د4 ١‏ [ يق...نيفرها-8 
لديناء ه....+ عر + م -() م بط ي جم د(ه)ام 
[ية نا وق واو جه به أ 8لاك 
بماأن 1 و 8 غير ملائمتين (#-4)18) فإن: 
(8اط جزمام - عق ...يع جلزز + ص..+ يل + ف -(8 لااء)ط 
4 ه © اناا و 4لاك 


()......1اء(مام -(#4ناامام ٠‏ (©...... (#أم جزمام -(ةنامام 


2 > اا 


الاضمالات 
من !)و 2) نجد ١‏ 1-() 2 ج(ا,)م 
يماأن 42-م و 2لا2-2» 402 م فإن . +(قام - . 
ع اس داواي ولا 


)١ 1‏ ماهو احتماا : الحادكت ير التاليتين . 5 : 1 0 
خ: في يوم ما الطلباصغر تماما من 4 ١‏ 
ٍ 8: في يوم ما الطلب على الاقل يساوي 2 5 
: 2) ما هو إحتمال الحادثة 0# 


” الخحل : 
4-1131 
0,19٠ 0,26 - 0‏ + 1 0,1 + 0,04 - (3)م + (2)*/ ج()م +(0)م -(ا/)م 
[8<]2,3,4,5.6 
5 - 0,04+ 6 ار + 0,20+ 0,26 + 0,19 - (6)ط +(1:)5 +(4)م ١‏ (3)م +(2)م - (ه)م 
جحي ليكن 87 هو الحادخة الطلب في يوع ما اصغر تماما من 2 
5 - ()م +(5)0 -(8)م 
5 - 0,5 -1 -(8)م -1-(8)م 
2) (2,3)عقمما 
5 - 0,26 +019 -(7)3 +(5)2 - (8 10) م 


.3 الاحتمال متساوي التوزيع 
لماعك (م)م دم 


يت متساوية من أجل كل ؛ نقول أن قانون الاحتمال متساوي 


إزك الدرس الثامن 


١‏ 5 الاضمالات 
0 الإخبات 


بماان؛: 5 -...- هدق و١‏ م'( فإن: 7-8 من اجل كل : ”<:<١‏ 


آعم 


5 1 ليكن 7 احتمال كل حانخة : | ره] لدينا ؛ م - ,م 7 
وبالتالي المساواة : ا-م١ا‏ ككتب؛ ا-ل, أي : 1-7-2 | ء' ْم 
5 ومنه: ادم:<*ام إذن , 22 
مثال © 6 5 5 1 
1 عند رمي قطعة نقدية غير مزيفة النتيجتين الممكنتين م و ”7 لهما نفس لدينا: 7 -(/)7 ومنه : عدوم -(4م)م 
: الاحتمال وتعليه قانون الاحتمال متساوي التوزيع : +-(م) مدرزم)م 
2 
مغل 7 7 4 7ك 
نلقي خماسي وحوه غير متجانس يحمل الأرقام : 1 2 3. 5.4 مُعد بحيث يكون 
احتمال ظهور الوجه الذي يحمل 2 هو ضعف احتمال أي وجه آخر . 
0 


متساوي التوزيع؟ 


» الحل : 
ظ كل إمكانية فقي هذه التجربة هي أحد الأرقام : 1. 2. 3. 4. 5 وهذه الإمكانيات 
غير متساوية وبالتالي إذا رمزنا ب : ! , :8 , 5 , :7 , :7 إلى احتمالات طهور 
الأرقام |. 2 3: 4. 5 على التوالي فإن حسب المعطيات 
4 - بمج - 8د - 28 - 4/ وبما أن : 


ظ ظ ” أعط قانون احتمال لهذه التجربة وهل قانون الاحتمال المحصل عليه 


0 


الحا : 


ار الحادخة " سيارة يوجد فيها على الأقل عطب واحد " هي : ناك 
1 1 ا الحادثة " سيارة يوجد بها عطبين " هي الحادثة : 4018 
[-ه + م +ه + 4 +ل فإئه ينتح : 5-7و م - ضع وجا 


إذن النموذج الاحتمالي لهذه التجربة هو : 


770 دي ل ل 
1 40 2 عبد الحالات لللائمة 
200 عدد الحالات اللمكناة -(8)م 
نمذحة هذه التجربة تمت وفق قانون احتمال غير متساوي التوزيع ١1‏ د د اد عدد الحالات للائعة عد الات طلائية_ -_(83 40) م 


0 خاصية : 1 1 

في حالة تساوي الاحتمال لدينا من أجل كل ؛ : -<-(ه)7 

إذا كانت الحادخة 1 متكون من ”7 نتيجة ملانمة فإن : رمام 
عدد الحالات اللائمة لتجقبق 4 ___ .2 عدد 0 

بي ...عد الخلات لللائمة لتحفدق 4 _. سعد عناص ف - - (/)7 


0,25 > 0,05 - 0,3 - 0,2-0,05 + لبك (08) م -(ه)م +(4) م د(ق نام) م 
ْ " السيارة لا يوجد فيها أي عطب " هي الحادخة العكسية للحادخة 1[8/ 


75 21-025( لاهم)م -08(2)م 


عدد الحالات المكنة 


([ك الدرس الثامن 


©. كبنية إيحاد عدد الحالات الممكئة والحالات الملائمة 


توجد طريقتان أساسيتان وهما إنشاء شجرة التفرعة و ملئ الخانات 
مثال 89 (إنشاءشحرة متفرعة ) 

نرمي قطعتين نقديتين غير مزيفتين في الهواء ونسجل النتائج المحصل 
عليها : نشتطيع وصف هذه التجربة بإنشاء مخطط الشجرة الذي يعطي 
النتائج الممكنة التالية : 7 ,2/ , 17 , ”7/ 
فمثلا احتمال ظهور النتيجة 77 هو : 


71 1 النتائج القطعة القطعة 

2 - 0,25 المكتة الثانية | بإولى 

': واحتمال ظهور الناليجتين 77 أو 77 رع 8 

39 : 7 
:+ هي -كه ص 1 
9 واحتمال ظهور النتيجة 71 هي : / 2 7 

: و 9 3 8 


مثال © (ملئ الخانات ) 


كيس يحتوي على 6 كرات مرقمة من ! إلى 6 نسحب من الكيس 
خلاث كرات على التوالي مع إرجاع الكرة إلى الكيس قبل السحب الوالي ؛ 
نسحل بالتزتيب أرقام الكرات السحوبة فنتحصل على قائمة أعداد مؤلفة 


7 من ثلاث أرقام ليست بضرورة مختلفة لعد الحالات الممكنة نستطيع 
استعمال طريقة ملئ الخانات . 

4 نملئ ثلاث خانات مرقمة من 1 إلى 3 كل واحد ة منها برقم من الأرقام: 
و 3ف ةية: 


| ١ اقة‎ | 


6 اختيارلت 


١ ٍ‏ الخانة 3 | ١‏ الخانة 2 أ 


: 6 اختيارات 6 اختيارزات 
هناك 6 اختيارات ممكنة للخانة ١‏ و6 اختيارات ممكنة للخانة 2 ونقس 
الشىء للخانة الثالئة. وهذا لأن الكرات تعاد إلى الكيس قبل السحب لموالي 
إذن هناك 6 اختيار لملئ الخانات 1 29 و (6)66 لملئ الخانات 1 و 


2 و3 وعليه فإنه ثوجد '6 حالة ممكنة لسحب 3 كرات على التوالي 
مع الإرجاع . 


كيس يحتوي على 6 كرات نسحب منه ثلاث كرات على التوالي 
7 بدون إرحاع هناك ستة اختيارات ممكنة للخانة الأولى و 5 اختيارات 
ممكنة للخانة الثانية و 4 اختيارات ممكنة للخانة الثالثة. 


5 | انقفة 3 | | اانه : | | الخائة ١‏ | 


١‏ 5 اختيارات 6 اختيارات 

7 إذن هناك (56) اختيارلملئ الخانتين 1 و2 و (4)5*6 اختيار للئ 
الخانات 1 9و2 و3 أىي: 456 حالة ممكنة لسحب 3 كرات على 
التوالي بدون الإرجاع . 


4 اختيارات 


بلؤهه ته 


© .المنخير الععشوائي - قانون الاحسمال والامل الرياضي و التبابن والانحراف 
1.6 المتغير العشوائي 

© تعريف: 

> مجموعة الإمكانيات لتجربة عشوانية 

كل دالة معرفة على © وتاخذ قيمها في #/ 
مثال »© 

3, 2, ! نرمي ثلاث قطع نقدية مرقمة‎ ٠ 
في الهواء ونسجل الحرف الموجود على‎ + 
الأوحه العلوية » مجموعة الإمكانيات‎ 1 
: لهذه التجرباة هي 4«2 حيث‎ 

(ععع , معثر , رمم ,ممع ,عم ,معم ,عرمم ,ممم 2-1 لنتخيل 
لعبة تتمثل في ربح مانة دينار كلما ظهر الوجه 7 وخسارة 100 

كلما ظهر الوجه 2 . 

الدالة 1 التي ترفق بكل إمكانية الربح أو الخسارة تسمى بالمتغير العشوائي على © 


مام ربمن بلبم رييب 


5 الدرس الثامن الاحتمالات 
حي اا و و او ور روك ووو لوالو ةةةةةةةطتتتتتطةةتسش 3 بايا ش05 
إذن قيم المتغير العشوائي 1 هي 300- , 100- , 100 , 300 0 د ش 
اسمس 


6 الأمل الرياضي. ارايت لاتير اق تناز يِ 
أن تمثيل قانون الاحتمال لمتغير عشوائي في جدول مشابه لجدول توزيع التوترات 


: لسلسلة إحصائية قادنا إلى هذه المقاهيم 
59 - الأمل الرياضي للمتغير العشواني 1 الذي نرمز له ب : (2)1 هو ١‏ :/ :د ل -(6)0 
مثال © ١‏ 1 


في الثال الوجود في الفقرة (1-6 ) نبحث عن احتمال الحادكة "ربح 100 دم كلا - لتم سبد )»دج شق -(نمان 
7 دينار " الى نرمز لها ب : (3-100) ٠‏ هذه الحادخة تتحقق لما تتحمّةٍ لك 5 

: دينار" التي نرمز لها ب تتحقق 000 

5 3 - الانحراف المعياري لمتغير عشوائى 1 ئرمز له ب: (7 يت : ()لال لاز 

< الحادثة 4 من © حيث ؛ [ 717 , ممم ,قاط ]دا لكن لدينا : 3 -(5)/1 يي آذ فرهز له ب: (6)76 حيث : (:1)0/. -(10)ه 
إذن احتمال الحادخة (1-100) الذي نرمز له ب: (7)1-100 هو ؛ 
7 دوواد 
9 +-(100- )م 
: 


الجدول التالي يمثل ما نسميه بقانون الاحتمال للمتغير العشوائي 6 


- التباين الذي نرمز له : (») م هو : (0)ثع- 


تعريف: 

ليكن : , و ... , بد مجموعة قيم المتغير العشواني لد 889 حيث : 7<7<1 هو 
احتمال الحادخة (+ - +) 

قانون الاحتمال للمتغير العشوائي . هي الدالة التي ترفق بكل د من مجموعة قيم 
د الاحتمال (بد- )م . 


ع مالاحطة 


[5الدرس الثامن 


الحل : 
1) لكل حادخة (:- 1) نعين الحالات الملائمة له 
- الحادخة (3-0) تحقق إذا تحصلنا على 77/ 


- الحادخة (2-1) هي الحادثة : [م2/ , /م/ , 7م ) إذن ؛ 
ل 
جد( رار 


- بنفس الشيء نجد : 3-(6-2)م و ذ-(3- عز)ام 


الع ف در 1 2217 ا ييا 
- الحادخة :7 -) تتحقق إذا تحصلنا ا ا 8 إ 

على ممم أو رمم أو معرم لي 1 2 و 0 من أجل المتغير العشوائي ٠‏ 

- الحادثة (3- 1) تحفق إذا تحصلنا على صم , - الحادخة (10- ) هي الحادخة [ 7م , م#رم , عرمم ) 

ممم ١‏ : 6 , إذن : 1-3 بابد( نام 

ومنه قيم المتغير العشوائي 1 في هذه 7 - الحادخة (10-- ) هي الحادثة العكسية للحادخة (10- 7) و احتمالها هو : 


الحالة هى (2.3 :1 , 0) 

2) من أجل المتغير '! القيم الممكنة له هي 10 , 10- 
الحادخة (10-) محققة إذا تحصلنا على “/م7 أو معم أو مم 
الحادثة ا محفقة إذا تحصلنا على الخمسة النتائج الباقية . 


3-(10-- :)م 


) ةعورب« )-()م 


2 
8559-3 +31154- [22 +ه)3. تشمو )ةرم 


8 
8 - 93,73/-- (/5)0 
اا لي 


0 موم لات مراك مالية نفرض أن كل النتاج لمكن له نفس“ ْ 
احتمال الظهور ٠+‏ 020 م 


| ١)أوجد‏ قانون احتمال للمتغيرين العشوائيين 2 ور للعرفين ب . 
10 ا ا 1 على لوج . : 


1) من أجل التغير 7 : احتيان كل جلددة من جردت لإمادية 70 
- الحادخة (0-) هي الحادكة : ( 1777 إذن: + +0 - عز)م 


ا[ الدرس الثامن 


9 مجموعة الإمكانيات لهذه التجربة هي : © حيث: [1.,2,4) -42 
ه 4,3.2, 5 و «/ احتمال ظهور الوحه 1 و 8 احتمال 
8 احتمال خلهور الوجو 
2 ع و 1ع ذ/ 21 +8 و منه نجد: 05 - ي2 + / لكن . 2/7 -7 منه 


1 05 
تجد + :05 2ران جد 3-0 . 1-03 - 95 ,رج - دام :و مت 


1 ' 5 5 3 
) 6 من اجل العينة 1 + تواتر 7/ شو؛ 26 ١‏ تولتر 77 هو جد 


من أجل لعيئة يك :تواتر 77 هوء ل «تولتر ”ام هو 


0 3 
: نواتر 1 
توائر 7 هو. +-025 
من لجل العينة ,4 : تواتر 7 هو د عن د 1 هو, شد - 0,40 


3 أدب تواتزات دادع بن ال 0 


- تواتر 77 هوا/ حيث, 22-022 ده 


28 هود عبت ومو لك للك 5 


اد ذاه يت فيه كد 45 عق كلة يمر 


اللاعب يربح 100 دج هذا معناه أن الحادثة *ظهور 56 أو '/م " تتحقق وتواتر هذه 


ل دف 
الحادثة هو 7 حيث: جد 20 دمر 


» تواتر الحادثة " اللاعب يخسر 90 دج هو "7 حيث ؛ !د م 


ساي 


2ع * 
الربح أو الخسارة هو ؛ بر حيث ؛ 1 دم حيث : 100- بد ؛ 2-90 ير 
3 2 


الدرس الثامن 


35 ا - 700 ل )0 »د - ود و + د ردير 


ب ل كلم بن لعب كثيرا فإنه خاسر . ( / هو الأمل الرياضي ) 
2-2 


5 . ©: رجه الا ياك اج 


“ الحل : 


مجموعة الإمكانيات لهذه التجربة شي 4 وهي : | 3,4, 


2-2 بما أن الجحر متزن فإن 
1 
احتمال ظهور اي وه متساوي . وبما ان 4 -/ فإن احتمال كل وجه هو ؛ بن 


١ 2 3 4 
1 0 1 
4 4 4 


لاس يه سم 


لمجا حساب احتمال حوادث _ نا 


روا ام 8,4 تن س7 
الي جا ا الحادثة ل رقم لتمضل عليه هوه 


ُ : 0 4 4 .. احسب احتمال الحوادث‎ )١ 
0ع وم انين ل تجرية اعانودية ادرف حرف : 0 و‎ 
0 تمود(ع)م. و دده( قاء : 0 ا‎ 


لكم وس لمعنه اسم مس تج 


الخحل : 


1( مجموعة الإمكانيات : / 3.4 6 -52" :6 وو 1 2- بل -(ا)م 


وو - ل 2 - لط + :رهام ؛ 083 (ق)م +(ف)م -(ف ناماه -(0)م 


6-6 6 


م سيو سس سس سسسب 


[ الاحتمالات 
2 068 1-032( #نام )م دا درم رمام 
(5 لاع)ة -(”)م جزع)م -ز” زعام 
(م معام -(#ام -اجرزعام ١-‏ درم رجام 
منه ‏ 025 - (0,63+044)-2-0,68 - ((77)م ج(ع)م)-(7 اتام -2- زم معام 


هه 


1 


بي . ©: نجه حساب احتمال حوادث إإيية 


٠١‏ لعن © مجموعة لمكنيت لتجرية عنوقيةما حيث | ».. ]كن 
نعتبر الحاذثة 1 حيث [ بنه جه يله) د والائقة ( برف بده ينه ] > 3 
|[ :> , «هه) - © مع العلم أن الحوادث الأولية لها نفس الاجتمال ٠‏ 

- احسب: (20) 7 , ()2 , (©) 7 .)م (لام) م )م قا 


0 


» الحل 
+-(م)” من اجل كل 8<7<1 


ج- (هام +ل(همام +(يم) -(مام ١‏ +-(بهام ج(يمام +(بهام جزيمام -(8)” 
1 


+ع 1+ زمار +(ه)م -(76 ؛ [ج ره]-408 ومنه . 2-(408)م 


- (قومام -(قام جزم -ز(هنامام . + -(مام -١-(ه)م.‏ كهد(مام - رهام 


هه 


تطبيق . ©: لمعا جاه نبال جوشة: (سسي عقوافها عشترفك من مكيب )العا 


١‏ يحتوي كبس على 7 كرات ثلاث منها سوداء مرقمة ,١‏ 2 + 3 وأريعة 
كرات بيضاء مرقمة ١‏ 1 0 ,4 نسحب عشوائيا كرة من الكيس 

1 حتمال الحوادث التالية ‏ ا عو انا 0 

٠‏ بيضاء " 6 كع ساي ْ : له 


. 


ع الدرس الثامن 


- (7)6 لأن عدد الكرة التي تحمل رقم زوحي هي 3 


2) بماآن 4. و 8 حادثتين غير ملائمتين فإن 0-(1018/) 8 
1 
- الحادث 1)[67/ ١‏ الكرة سوداء وتحمل رقم زوجي وعددها 1 ومنه: 7-(76)406 
- الحادث 7016 : الكرة بيضاء وتحمل رقم زوجي وعددها 2 ومنه > 2د(06قام 
- الحادث 1 ل)4, : الكرة سوداء أو بيضاء 
2 00 -(8) م برقم دزق زرام) م 


-_ 


مجع بر خب 0ت ليع 


“ الحل : 

1) نحاكي هذه التجربة مع تجرية " سحب كرتين من كيس يحتوي على 7 كرات مرقمة 
| .2 ,3 .4 ,5, 6 , 7 على التوالي بدون إرجاع 
- ظهور أحد الأرقام 1 1.0 3 1 معناه أن الشخصية امرأة " 

يل سيد وسسيت | ([ط] لعا 
طريقة ملئ الخانات : 


وظهور أحد الأرقام 7,6,3,4 معناه أن الشخصية رجل 
لإيجاد غعدد الحالات الممكنة نتبع طريقة ملئ الخانات 

الخانة الأولى لها 3 اختيارات : الخانة الثانية لها اختيارين ومنه عدد الحالات التي يكون فيها 
الثنائيات مكونة من نساء فقط هي : 6 -3<2 . 


الخانة الأولى لها 7 اختيارات و الخانة الثانية لها 6 اختيارات 


إذن عدد الحالات الممكناة هو : 67-42 


الثنائيات : (2 , ) , (1, 16 ١ل‏ 8 (3 ,2) ,(2 ,3) تعبر على ان 


الشخصيتين المختارتين من النساء 
احتمال الحادثة 4 هو (4)م حيث. + -(1)م . 
سل ميته 
بي ©: ناز حساب احتمال حوادث إزجية 


.ل الحل : 


ف هذه التجربة كل شخص له نفس الاحتمال 6 60 رجال يمثلون 60 رجل 
و عند النساء هو : 40 امرأة. 


6 20 عدد الرحجال الذين يتكلمون الإنجليزية هو 12 ومنه : 12 1 ف 


2 ل سا دا ك2 <(4م)م 
عدد الحالات المكتة 
6 25 نساء يتكلمون الإنجليزية وعدد هذه النساء و 200 منه : 0,1 -(8 
100 
© شخص يتكلم الإنجليزية أما أن يكون رجل أو امرأة و 


2 - 01-0 +2 ,0 ع (8 4) م-(8) جل) م ا دزع) م 
. لآن الحادئتين 4 و 8 غير متلانمتين (#4-1018) 
8 


الدرس الثامن 


تطبيق . © 2 مسجب حساب احتمال حوادث ( معادلات من الدرحة الثائية ) بإجعة 


و ا و 


00 


| 1,2.3,....,6أع” : [1.....6!]ع7 نحسب عدد الحالات للمكنة للتجربة عشوائية 
"رمي الحجر مرتين " بطريقة ملئ الخانات . 

في لخانة الأولى لها 6 اختيارات ٠‏ الخانة الثائية لها 6 اختبارات و منه عدد الحالات المكنة 36 - 6:6 
والنتائج الممكنة هي عبارة ععن ثنائيات ( 00 كما شي موضحة في الجدول المقابل : 


() المعادلة لها حلين معناه ان المميز أكبر من الضفر أي 0 (م4 -72 
م4 ( 7:2 معناهان: 2/2 ( 70 لكن: : هو عدد طبيعي 
- إذا كان . 5-1 فإن : 2 (77 ومنه الثنائيات ( 2 . *) ف هذه الحالة شي : 
103 ة) وزاجة) .زارة) 
- إذا كان .: 2 -5 فإن : [3,4,5,6! ع ومنه توجد اريعة ثنائيات 
- إذا كان : 7-3 فإن: [ 4,5,6 أع50 ومنه توجد ثلاث ثنانيات 
- إذا كان . 4 -2 فإن: [ 5,6 !72 ومنه توجد ثنانيتين 
- إذا كان : 5 - ”7 فإن: | 5,6 ]72 ومنه توحد ثنائيتين 
- إذا كان ؛ 6 </ فإن؛ [5,6 أ« ومنه توحد ثنائيتين 


77 
إذن لكي تقبل العادلة حلين توجد 17 حالة ملائمة وبالتالي احتمال هذه الحادكة 1, هو: - - // 


ابا 7 


7 الاحصمالات 
2) المعادلة لها حل مضاعف هذا معناه 0 - 2742م أي ؛ م4 ع بم 
بما أن 72 مربع تام فإن ”4/7 مربع تام و منه نستنتج أن : 7-1 أو 7-4 وبالتالي توجد 
ثنائيتين (1, 2)-( 7 ,:) أو (4 ,4) -(7 , :7) وبالتالي احتمال هذه لحادثة هو , 3 


3) احتمال للعادلة ليس لها حلول : إذا كانت 4. هي الحادثة المعادلة لها حلين 8 الحادثة 


المعادلة لها حل مضاعف و © الحادثة المعادلة ليس لها حلول فإن : 41[8, - © ومنه احتمال 
او [(همل)م -(م)م جر(يهم)]-٠‏ - (8نام)م -1-(8 0ا4)« دم 


و 


بين - ١‏ 9 : مب النغير العشواني - قانون احتمال - الأمل الرياضي و الاتحراف لمعباري أوؤعة 


| لتكن 9 حيث: (1,0,1,2,3,4,5-,2 ا ا 
نعرف على 2 قاثون متساوي الاحتمال؛ 1١‏ هو التغير العشوائي العف على 
2 الذي يرفق بكل عدد من 42 مريعه . عين قانون الاحتمال للمتغير 

العشوادي لحمب الأمل الرياضي و الاتجراف بلميازي 


طلا 


0 


الل 
مجموعة القيم التي يأخذها /. هي : 2-5,16,9,4,1,0 
5 (0-ع) " يود عدد واحد مربعه 0" ومنه : -!- -(0 ع2 


© (3-1) " يوجد عددان مربع كل منهما هو 1 ٠‏ 2د - :)م 
© (3-4) " يوجد عددان مربع كل منهما يساوي 4 " 2 -(4- عام 


اه 2-(16- عنام 3 د(9- )2 منه قانون احتمال هو 


اا 
14 252 2 2 2 


_ 0 ا ا )18 


7059- (57)6 بر 7 - [(8)00- 57 -(1/)0 منه 840 - 70,59/: -(6)0 


ااا لتيههي لل -دمه 


0246.66 2 . 5 


[كالدرس الثامن 5 الاحتمالات 
سس مسمس سس سس ب ب سيم بص سمس يي ب بج مصعم سي م ممعم صم سس ص ب ممص سم ا 


- عدد الحالات لللائمة لتحقيق الحادذة : (2 - 3) .هي 8 ومنه ب - (2 - عز)م 


تطبيقٌ . © : عم تتسسيتتب. :شاطاتة ا ة 
كه - عدد الحالات الملائمة لتحقيق الحادث : (3 - 3) هو 6 ومنه , -(3ء عنام 


- عدد الحالات الملائمة لتحقيق الحادث (4- ئز) هو 4 ومنه, ل -(4 )م 


- عدد الحالات الللائمة لتحقيق الحادث (5-غ1) هو 2 ومنه ؛ د -(5 - عنام 


- عدد الحالات الملائمة لتحقيق الحادث (1-0) هو 6 ومنه : 0 دعر)م 


|) الحادثة :" 0< 1 " معناه 17 قيمه هي ؛ 2,1,0 ,3 وعليه : 
0 - (3- ما) م +( - عز) م جذا- يرام +(0- نا) مد ر4) م 
الحادثة " 2 ) :1 " معناها ]. قيمه هي : 1 ,0 ,1-, 2- 
وعليه . 080 - (1- )م +(0 )"+ -١(‏ - ,)م +( د اام -(12)م 


_ 60 10 
2 166 مدع 1 د )1 


30 لباه )- بضلا نار ومنه 1!,75- ()«/. -()0 
سس سن وه سس سي 


1-6 
0,4 - 305 +كم,2»0 +025ا+ 0ج( 02)»«( 1-) + 20,1 - مر برط 200 
15 


4 - :((ن)ع )م كران ١,49 ٠‏ - 2,24 -(1)ه 


تطبيئ . 68 و جد ا 0 اللؤعة 


: تطبيق . 8© مما تعيين قانون احتمال وحساب الأمل الرياضي والائحراف العياري لاط 


مجموعة قيم 1 هي؛ [5 ,3,4 ,2, وسييي يد 66 - 36 
- عدد الحالات اللائمة لتحقيق الحادثة (3-1) هو 10 ومنه ع ار د عز)م 


١‏ سي ت هد ةا 


1) مجموعة القيم التي يأخذها المتغير العشوائي ل هي : 3 ,4 ,5 ,6 ,7 
عدد الحالات الممكنة للحسب هي ؛ 9-313 


ال 5 ال 


الحادثة +" 3- /1 " هي ظهور الثنائية : (1 ,2) ومنه , ل -(3- )م 

- الحادثة "4 - “1 " : عدد الحالات املائمة لتحقيقيها هو 2 ومنه , 2 -(4- تتام 
- عدد الحالات لللائمة لتحقيق الحادئة + (5 -15) هو 3 ومنه 3-(6-5)م 

- عدد الحالات اللائمة لتحيق| لحادئة : (6 - 1) هي 2 ومنه 3-(0 - :نام 


- عدد الحالات اللائمة لتحيق ا لحادثة : (1-7) هي 1 ومنه ذ-(6)06-7 


8-5 200-23 
تجا 25 -2633 - *((ر)ع )-ه *ب!5 -()1)”! ومنه 115- 133/. -(6)0 


2 


القيم التي ياخذها المثغير العشواني '7 هي ؛ 15 , 20 , 25 , 30 , 35 
عدد الحالات الممكنة للسحب هي ؛ 9-323 ؛ بنفس الطريقة السؤال 1 ) نجد : 


6)( - 6 


3 5 -(80 .: 3325 - 3قبا 25 -(170 : 


()58 - 6د 0 ا -(50 
(ياسدكة - 00" كد- (وى) رط - قاع)- شرم فق( ومنه (56)0-(00 


صف اح ا وو ا 


1) عدد الحالات الممكناة لهذه التجربة " اللعبة " هي ٠»‏ 6:6 وتساوي 36 
القيم التي يأخذها المتغير العشوائي /1. هي : 200 -, 200 ,300 
لأن عندما يظهر الرقم 5 على الحجريين الريح يكون 400 ومنه 400-100-300 - عر 
عندما يظهر الرقم 5 على حجر واحد قالربح هو 300 ومنه ؛: 200 -300-100- 2 
عتدما لا يظهر الرقم 5 فالخسارة هي :100- ومنه: 200--100-100- 2 عر 


ج, قانون احتمال للمتغير العشوائي 1 
. عدد الحالات اللائمة لتحقيقي 2 -300 هي | ومنه : لذ -(200 - بن) م 
عدد الحالات لللائمة لتحقيقي 200 - 1 هي 10 ومنه . كذ - (200- :)م 
عدد الحالات الملائمة لتحقيقي 200--:3. هي 25 ومنه : 2 -(ومد-- برام 
200 300 1 
2855 22 ل لف 
36 36 
3 
ا م ا ا د 
3 
5416- [(6ز)ظ )ار 5 (لع)- د نارح -مت)” 
١‏ 0 


' 153,44 - (]700/.-(:) بماان 75--(2)1 فإن اللعب غير متزن واللاعب إذا لعب 
كثيرا يفقد رهانه ٠‏ 
تبس ههه للسسسس 


[ح الدرس الثامن 


الحل : 
1) عدد احجار الدوفيئو نوجدها بطريقة ملأ الخاتات : يما أن حجر الدومينو مقسوم إلى 
قسمين فإن الخانة الأولى لها سبعة اختيارات والثاتية لها 7 اختيارات وبالتالي عدد الحالات 
الكلية هو 49 وبالتالي عدد أحجار الدومينو : (6+5+4+3+2+1)-28-49 
)١ 2‏ احتمال الحصول على حجر مضاعف الرقم هو ؛ ل -/ 
ب) احتمال الحصول على ذومينوا بحيث مجموع أرقامه يقبل القسمة على 3 هو 7 - ”/ 
3 ميجن د | 6 ,1,0.1,2,3,4,5-] وقانون الاحتمال هو 


لا "للها 
ف 0 ف 0 
هه 55 |49 49 | 49 


ي) ف -27 -(:1) يماان 2)1()0 فإن اللاعب خاسر( اللعب غير متزن ) 


سس هه ”لنداتد 


م تح جه صلم بعر جل لجع 


5 تطبيق ‏ ©© : وام تعيين قيم امتغير العشوائي - فانون احتمال و الأمل الرياضي الؤعة 


ا د 


نيت 


الحل : 


1) نستعمل طريقة ملئ الخانات لتعيين عدد الحالات | خانة ١‏ 1 لد | 


الخانة الأولى لها 365 اختيار والخانة الثانية لها 364 اختيار 
إذن الحالات الملائمة هو . 364 :365 و عدد الحالات للمكنة هو ع 365365 


وبالتالي احتمال الحادذة " شخصين مختارين عشوائيا ليس لهما نفس يوم لليلاد "هو 364 365 


)١ )2‏ نستعمل طريقة ملئ الخاناث 0 ا 
لتعيين عدد الحالاث الللانمة | اي ظ | يينيديات | 
وكل شخص تقابله خانة 


الخانة الأولى لها 365 اختيار : الخانة الثانية لها 364 اختيار : الخانة الثالثة لها 363 اختيار 
و بالتالي عدد الحالات لللائمة هو : 3 :3651*364 
إذن اختمال الحادثة " ثلاث أشخاص مختارين عشوائيا ليس لهم نفس يوم ميلاد مثنى مثنى 
1 2*2000*3ظ2ظ2 
365*565 
ب) الحادثة : * على الأفل كديسين من فلادة لهما عطس يو لاد هي الحادثة العكسية 
للحادثة " ثلات أشخاص ليس لهم نفس يوم اللميلاد مثنى مثنى " إذا رمزنا إلى الحادثة الأولى 


ب تار والثانية ب عر ون 63> فكتعككة- - اير )م 


4 الحادثة " من بين أربعة أشخاص مختارين عشوائيا يوم ميلادهم مختلفة " 
عدد حالات الملائمة نتخصل عليها بملئ الخانات الأريعة حيث نجد عدد الحالات الملائمة هو 


64:2 ومثه , مام دي 3كذع كك ورم 


ب) ريرك هي الحادثة " من بين 1+ شخص مختارين عشوانيا كل ايام ميلادهم مختلفة " 
لتعيين عدد الحالات الللائمة نستعمل طريقة ملأ الخانات حيث كل شخص تقابله خانة 
الخانة الأولى لها 365 اختيار الخانة الثاتية لها 364 اختيار 

الخانة 7 لها ؛ (365-7+1) اختيار. الخانة 7+1 لها (()-0665)اختيار 


الدرس الثامن 


و عليه عدد الحالات اللائمة هي : ((7+1) - 665 (-365) *.... 3654364 
إذن احتمال الحادثة رب,ا هو, 
1665-7 +--165)غ» 56 364 ا 


“كز 365) 
ون . (اخه-ة36)» 200 1 0 -365]»( )م 
2 -(,7)4 إذن: لامشل -( رررا/)م 
ج) لدينا: كت بماان: 7)365) 0 فإن, [) كك ومنه؛ 
[) لاد ي : (7046)(يب7)4 مما يدل على أن : (,6)4/ متناقصة لما ” تتزايد . 


مسح ح ههه 


مم1 حساب احتمال حادثة- /إؤجية 


0 37 


0م هواحتمل احادة «ونره * )ماهو احتال لفن 


تج سه 0 ا 


ل 
[) بعاأن كل وجه عميل رقم 4 محصور يين 1 و 6أي: 1< 6< 6 فإن أصغر مجموع تتحصل 
عليه إذا ظهر الرقم 1 على الأحجار الثلاثة وهذا المجموع يساوي 3 وأكبر مجموع تتحصل 
عليه عندما يظهر الرقم 6 على الأحجار الثلاثة وهذا المجموع هو 18 

وسوس 00 


م 2 2 0006 1# .581 
2000 2000 0 - 2000 


])08 


1515 له : 10 1ن 2" ا + كا 
]| 55 0 
1 3006 200 20 


3 اا 
|) الحصول على المجموع 3 بطريقة وحيدة وهي لا يظهر الرقم 1 عا رسي 
الأحجار الثلاثة وبالتالي عدد لحالاث اللائمة لتحقيق لحادثة 3 - '/؛. هو 1 إذن د عب-(3- )م 
ب) الحصول على المجموع 4 بثلاث طرق هي لما تظهر الأرقام ٠.!‏ .2 أو 1,1:2 أو1:2:1 
وبالتالي عدد الحالات الملائمة لتحقيق الحادثة 4 - ند هي 3إذن: حانج -(4 دعتام 


ج) عدد الحالات الملائماة لتحفيق الحادثة " 16-10 " هي 27 ومنه ؛ شر -(10- دعد)ام 
د) عدد الحالات لللائمة لتحقيق الحادذة " 2-9 " هي 25 ومنه ؛ ْم -(و- د عد)ام 
ههه 


- بمسبافيا" من كبن ندا 


من الكيس كرة واحدة ... .نفد ان حل البحبات مانساوية لا تفال 
1))) أحسب (0) بم احتمال الحصول على كرة بيضاء ١‏ . 
ب) هل التتالية (8),م رتيبة ٠‏ ج) ما هي تهاية (0)ج .. 
)نينا (م)يم حنمل سب كريج يوي دواد ساو 3 
ب) ادرس تغيرات (8)يم ‏ بع قارديين (مام و(«)يم . 
د) اوجد قيم « بحيث: 7-14 0 ْ 


ال 0000 


لمسسسخ و نسي ةتت-. 
74 اج ابطر اجر بجوم وجي 


“لحل 


)١ (01‏ عدد الحالات المكنة لسحب كرة واحدة هي : 7+1 و عدد الحالات الملائمه لسحب كرة 
بيضاء هو « ومنه ٠‏ -2- -()/1 


_ م2-2م- 1و2 + ثم 1+ 
يي ا اق خش 1 ب ج20 -(مام-(جمام 
بماان : 0( مجمصص هإن » 9( -(0+1) 7 ومنه المتتالية (0) متزايدة تماما 


للا يسبب 


5 الدرس الثامن 


. - 

ج( اع كصوننا -زماق هذا التهاية تساوي ! تدل تعدلى أن احتهال الحصول على كرة 
دجم مدجدمر 

سوداء لما 7 يأخذ فيما كبيرة دا هشو عدد يؤول إلى الواحد 


2 ١)إخباث‏ ان لحك د(م)يم 


7+2 
ايها اك ج10 سيت ع و01 خانة 1 خانة 2 رك - كم عددا مؤلف من ثلاث أرقان يمكن تكوينه من الأرقام 2,1 ,3 
الخانة الأولى لها ا اختيار ؛ الخانة الثانية لها / اختيار د 
وعليه نقإن عدد السالاث للمكنة كو (1+ :0 9© 9ف قسم يحتوي على 50 تلميذ منه 20 يدرسون الفرنسية و 15 يدرسون الإنجليزية و 9 
3 م 5 9 0 9 ب يدرسون اللغتين 9 
- ينقس الطريقة السايقة نجد أن عدد الخالات الملائمة الحصول على كرتين بيضاويتين 
شوء (1-) م وهنا ناتج من كون ان: ' من اجل تلميذ معين ليكن الحادثاة 4 " تلميذ يدرس الإنجليزية " » 8 الحادثة " 
تلميذ يدرس الفرنسية " 


الخانة الأوئى لها 7 اختيار ( إلا الكرات البيضاء ) 
الخانة الثانية لها 7-1 اختيار ( إلا الكرات البيضاء ) 


ا 0 2( الدراسة الجزا توي 


4| 8 )ماذاتمثل الحادثة‎ 2 ٠. ..4)[8 ماذا تمثل الحادثة‎ ) ١ 
كم تلميذ لا يدرسون لا الفرنسية ولا الإنجليزية‎ )3 
/1 ما هو الحادثة الحكسية ل‎ )4 


تح بححوج اذا لانن ب«اللودجيو 


> ]*م +7 
هه 


كيس يحتوي على 8 كرات . منها ثلاث سوداء مرقمة من ! إلى 3 و 3 حمراء مرقمة 
2.1 , 3 ,4 ,5 نسحب عشوانيا كرة من الكيس 


ب) دراسة تغيرات (:2)0/ 


2 عمد يسبع وى احير و 
20 ع 0 اويا 0 دنلا اليد 


© 


1 ًّ 1) أسحب احتمالات الحوادث التالية : 
بها أن 0 قإن ؛ 0 ((0) ؟/ -(0+1) 2 ومنه (2)0 متزايدة تماما 4 "الكرة حمراء وتحمل الرقم 2" 7 "الكرة حمراء وتحمل الرقم زوجي " 
ا © "الكرة تحمل رقما فرديا 
ج) للقارنة بين (0) و ():/ + 2) ماشي احتمالات لحولاث لتالية. 40١8‏ : 406 : 8016 ؛ 8لا . 6لا4 ؛ 6لا8 
0 كاه هرو 


9 5 
ج سو 


بماان 0) لح هإن . 0()0)ة -(مايه ني : (7)0 )ما 


[+بج 


الجدول التالي يمثل نتانج مجموعة تلاميذ في امتحان الرياضيات 


-7 107-7787 تسعد م1 0075 
الل ل زا ل .لل طح بمتحييه ماسح لعو قلا 
0 
1) نختار عشوانيا تلميذ من هذه المجموعة ما هو احتمال أن هذا التلميذ : 
)١‏ ذكر تاجح ؛ ب) أنثى راسبة ؛ ج) راسب 

2) تحتار عشوائيا تلميذ ذكر ما هو احتمال أن يكون ناجح 

3) نختار عشوانيا تلميذ راسب ما هو احتمال أن يكون أنتى 

0 الك 


"| 


د) ل -(م)ية -()7 


0-0 تكافئ ؛ 7 م تكافئ . 106+ كافئ؛ 5), 
ومنه مجموعة قيم 7 هي كل الأعداد الطبيعية الأصغر تماما من 5 وهي : م2 
ال-5 


اقا محن» مح عه يوجحوه لواو وانوي يالك" 


كيس يحتوي على 365 كرة مرقمة من 1 إلى 365 ( بنفس أيام السنة ) 
يسحب يونس كرة عشوائيا ونسجل الرقم اللكتوب عليها ثم نعيدها إلى الكيس : عبد 
الباسط يقوم بدورة سحب كرة ويسجل الرقم الملكتوب عليها 


ححنا يوابححيو 


الدرس الثامن 


/ 


جًِ 


مسر حيد وريد ديد يوون يق 


1)) ماهو احتمال حصولهما على عددين زوجين 

ب) ما هو احتمال حصولهما على عددين فرديين 

2) ماهو احتمال ان الولدين ميلادهم هو 8! جوان 

3) ما هو احتمال أن الولدين لهما نقس يوم اليلاد ( استعمل الحادث العكسي ) 
ا 20 


نرمي حجري نرد غير مزيفة و متزنة ذات ألوان مختلفة في الهواء ونقوم بحساب 
مجموع الرقمين الظاهرين على الوحهين العلويين 

1) بين أن المتغير ا#عشواني 1 الذي يمثل مجموع الرقمين الظاهرين على الوجهين 
العلويين يأخذ قيما طبيعية من 2 إلى 12 

تايف د إن كل كلاد د 


أحسب تواتر كل مجموع ؟ 
3)) ماهو احتمال الحادثة (2 - /[) 
ب) ماهو احتمال الحادخة (4 - :ر) 


٠‏ ج) احتمال الحادثة (4 > ع) 
اي سيب سس 
5 أشخاص 4 ,8 , 2.6 , :/ يشاركون ف لعبة 4. و 2 لهما نقس خطوط الربح 
) , 12 , 5 لهم نفس الحظوظ في الربح لكن 4, و 8 لهما ضعف حظوظ الربح © , 1 , :1/2 
1) احسب احتمال الربح لكل شخص من الأشخاص , 


1)2) ماهواحتمال أن ربح 4 أو 
ب) ماهو احتمال أن ربح © أو 1 أو 2 ج)ماهواحتمال انريح 4 او 2 


1 
نعتبر حملة معادلتين ذات الجهولين + ,نر التالية : الها 1م 
المعاملين 77 و« مختارين بطريقة عشوائية من للجموعة : [ 1,2,3,4,5,6 ! كما يلي : 
ئرمي حجر النرد , الرقم الني يظهريمثل :7 نرمي ثانية الحجر : الرقم الذي يظهر يمثئل 7 
!) ماهو احتمال أن الجملة تقبل ( 3,0) حلا لها 
2) ماهو احتمال أن الجملة تقبل حلا وحيدا 
3) ماهو احتمال أن الجملة لا تقبل حلولا 
4) ما هو احتمال ان الجملة تقبل ما لا نهاية من الحلول 
جه 


1 
د 


00 


[5] الاحتمالات 


نرمي 7 مرة حجر ئرد غير مزيف مرقم من 1 إلى 6 
ماهي أصغر قيمة 7 لعدد الرميات التي يلزم القيام بها بحيث ؛: احتمال حصول على 
الأقل مرة واحدة الوجه 6 يفوق . 50,9999 ( استعمل الحادت العكسي - واستعمل 
طريقة ملئ الخانات لتعيين عدد الحالات الملائمة بحيث يؤخذ 7 خاتة . 
ييه 
4 و 8 حادثتين لنفس التجربة العشوانية بحيث : 
4 -(1)م ؛ 06 -(8 ل1ه)” ١‏ 01 -(5)408 -أاحسب (8)م 
سس بز ا ساسم 
حجر نرد ذواستة أوجه غير مزيفاة و متزنةثلاث اوجه تحمل الرقم 6 ووجه يحمل 
الرقم 5 ووحهين يحملان الرقم 4 ما هو احتمال الحوادث الثالية : 
: الرقم الظاهر هو 6 . 7 ؛ الرقم الظاهر زوجي ؛ '): الرقم الظاهر اكبر أو يساوي 5 
لين لل مت 
كيس يحتوي على 6 كرات مرقمة من 1 إلى 6 نسحب عثوانيا كرتين في آن واحد 
1) عين المجموعة 42 مجموعة الإمكانيات 


2) احسب احتمال الحادثتين 1 و 8 الغرفتين كما يلي : 


ع" نحصل على رقمين متتابعين " 
سه 


قائون احتمال المتغير العشوائي '/. معطي بالجدول الكاني ٠‏ 


1 : تحصل على رقمين مجموعهما 6 


١‏ ) أتقل ثم أكمل الجدول »؛ 2) أحسب (6)نا و (زأى 

سس ٠‏ ممعي ال 
نقوم بتجربة عشوانية تتمثل في رمي حجري نرد متزنتين مرتين اوجه الحجر الأول 
مرقمة من ! إلي 6 و الحجر الثاني: 3 أاوجه تحمل الرقم 0 ؛ ثلات اوجه الأخرى تحمل 
الرقم 6 ؛ /3 هو المتغير العشوائي الذي يرقق بكل إمكانية مجموع الرقمين الظاهرين 
على الحجرين . عين قانون احتمال للمتغير العشواني / ثم احسب (/72)0 

ا 0 


حجر نرد متوازن وحهين مرقمين ب: 1 وطائه أوجه مرقمة ب 2١‏ ووجه مرقم ب: 6 
نرمي هذا الحجر مرة ف الهواء 
-أعط قانون الاحتمال المرفق لهذه التجربة ثم احسب الأمل الرياضي والتباين . 
7 سس ههه لل مت 
حجر نرد ذو ستة أوجه : وجه يحمل الرقم [ وثلاثة أوجه تحمل الرقم 2 ووجهين يحملان 


: الرقم 3 » نرمي هذا الحجر مرتين متتاليتين ونجمع الرقمين المحصل عليهما وليكن 5 


بإ 


اح الدرس الثامن 


> 5ل اكذا © 01 الال لتم اله الك 


وب سيب يريو يجو حيو «ححاوحو جاالححد جالجو يوا ححد 


ححا دوجول جحام و الو لخم ١‏ 


1) هاهي القيم التي يأخذها ؟. 

2) ما هي الستة الحالات لملائمة للحادثة (5-3) وأحسب . (2)9-3م 

3) أعط قانون احتمال المجموع 3 على شكل حدول ذم أحسب (5)5 و (5)5 
0ك 

كيس 4. يحتوي على خلاث كرات مرقمة 32,1 

كيس 7 يحتوي على ثلاث كرات مرقمة 2 , 3 , 4 

نسحب كرة من 4, وكرة من 7 : وليكن . المتخير العشوائي الذي يساوي مجموع 

الرقمين الظاهرين. على الكرتين قد 

1) حدد فانون احتمال التغير العشواني 1. :ثم أحسب الأمل الرياضي : التباين و الانحراق المعياري 

2) نفرض أن الأرقاح المكتوبة على الكرات ضوعفت 20 مرة 

وليكن ٠‏ مجموع الرقمين الظاهشرين على الكرتين 

احسب (0 . ()0 ثم يبن ان : (:)20 -(:820 و (/)20 -(6)0 


5< 
في معلم متعامد ومتجانس [. 17 ©| النقط (0 1ل :(1 8)0ء (مبادأ)ن 


فرفقة بالعاملات ١‏ , 7 ,> على الترتيب 
)١‏ ماهو شرط وجود مركز لمسافات للتناسبة 6 للجملة [ (1, 8) , (6 ,8) , (ع, ©) ] 
ثم أحسب عندئذ إحدائيات © بدلالة م و» 
2) الثنائية ( ,5) نتحصل عليها بالكيفية التالية : 
7 هو النتيجة الأواى في رمي حجر النرد متزن وجوهه تحمل الأرقام 3-, 2- , 1-, ! , 2 , 3 
© هو النتيجة الثانية في رمي نفس الحجر. نفرض أن كل ثنانية لها نفس احتمال 
الظهور ما هو احتمال أن الجملة المثقلة تقبل مركر المسافات المتناسبة ) 
)١‏ ترتيبها الرقم 1. ب) فاصلتها معدومة : ج) تنتمي إلى النصف الأول أو الثاني 
(«-ر 1 ج--2م). 

سس اوه لل تح 
عجلة سحرية مقسمة إلى ثلاث قطع متساوية هذه القطع مرقمة 1,0 ,2 
1) نقوم بتدوير هذه العجئة ونعرف التغير العشواني 1 الذي قيمه :© حيث ,2 هي 
القيماة التي تتوقف عندها العجلة ما هو قانون احتمال '1. ثم أحسب الأمل الرياضي (/2)1 
2) نقوم بتدوير هذه العجلة مرتين متتاليتين ونعرف لمتغير العشواني نز الذي قيمه 
هو جداء الرقمين اللذين تتوقف عند هما العجلة في المرتين 
- ما هو قائون احتمال '[ ثم اأحسب (():/ 

لاة اسسستاص 


الدواسة 


عموميات على الدوال 


#ععم مه عل وعم لله و ةم مرو ووم وو وو ووم وووووون 


الدرس الثانى : 
العادلات و المتراجحات 


معععععل ع متروء و عروفف ةعفنم وووووووووووو ووو ووووو 


«ي» * معع هو ممع هدمو و ووه ووو 6 هه وواواة ووو وهووو ووو دوروو 6ه 


تطبيقات الاشتقاق يق 1 ا سس وو موب 01 
|الدرس الخامس : 
النهايات تجوو ع وج ون ودج يق م2 2 الولو ا 
الدرس السادس : 
متتاليات 


«سعععءء*+ فوووا وام موووو وو ووو وهو أ وام توج وواواة وواووووة 


الاحصاء 


«وودمعو ها 566و وه واو 066635146686668 وأو مه ووو اوه 


46م هم م وعم وام إن اجا اواو 6 ون امه ووو وو ووم ]ووو 


